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PREFACE. 
capes & quand fon tour pour éclogre eft venu. 
Cer Infini, qu'on ne pouvoit plus fe difpenfer de 
recevoir, Le tout labs tene petit, plus néceffaire 
encore que fon oppofé , on ne favoit point l'em- 
ployer dans un Calcul Algébrique, fans quoiilavoit 
très-peu d'ufage , & quelle apparence qu'on l'y pôc 


-jamais employer? Auroit-on traité l'Infini comme 


les grandeurs finies ? Sa nature n'y apportoit-elle pas 
un obftacle invincible ? Gependant le terme étoic 
arrivé, où la Géométrie devoit enfanter le Calcul 
del'Infini. M. Neuton trouva le premier ce mer- 
veilleux Calcul , M. Leibnits le publiale premier. 
Que M. Leibnits foit inventeur aufli-bien que M. 
Neuton , c'eft une queftion dont nous avons rap- 
porté l'Hiftoire en 1716 *, & nous ne la répeterons- 
as ici. Dès que le Calcul diffentiel eut paru, M 
ernoulli, M.le Marquis de l'Hôpital, M. Vari- 
gnon, tous les grands Géometres entrerent avec ar- 
deur dans les routes qui venoient d'être ouvertes , 
& y marcherent à pas de Géant, l’Infini éleva tout à 
une fublimité, & en même-rempsamena tout à une 
facilité, dont on n'eût pas ofé auparavant concevoir 
l'efpérance , & c'eft là l'Epoque d'une révolution 
prefque totale arrivée dans la Géométrie. 
Cette révolution, quelque heureufe qu'elle füt , 
a pourtant été accompagnée de quelques troubles. 
Il y a eu un Géometre , qui voulant A recevoir 
les Infiniment petits du premier ordre, rejettoir 
abfolument ceux du fecond , & de tous les ordres 
inférieurs, 
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totique Hyperbolique , c'eft-à-dire , le parallélo- 
gramme dont un des côtés fera la premiere & plus 
rue Ordonnée de l'Hyperbole , & l'autre l'A- 

ymptote , ou Axe infini , fera vifiblemenc plus 
grand & beaucoup plus grand que l'efpace Afymp- 
totique. Voilà doncun Fofini lus grand qu'un au- 
te , & cet Infini je le puis doubler ;tripler , &c.en 
concevant la premiére Ordonnée de l'Hyperbole 
deux fois , trois fois, &c. plus grande; les Infinis 
peuvent donc avoir entre eux tous les rapports des 
nombres. 

Si enfin je conçois que la premiere Ordonnée de 
T'Hyperbole foit drone égale à l'Afymptote, le pa- 
rllogamine circonfcrit eft un quarré infiniment 
pe grand que l'efpace Afymptotique infini, ce qui 

ait voir & la néceffité & la réalité des différens or- 
dres d'Infini, car dès qu'on en tient deux, on voit 
affez qu'il n’y a plus de bornes. 

Ces différens Ordres, dont l'ordre du Fini eft le 
premier & Le plus bas , font véritablement incompa- 
rables, c'eft-à-dire, qu'une grandeur de l'un n'eft rien 
par rapport à une grandeur de l'ordre fupérieur, 
non dans le fens qu'un grain de fable ne feroit rien 

ar rapport à un Globe dont la diftance du Soleil 
à Sirius feroic le rayon, mais dans un fens infini- 
ment plus rigoureux ; car ce grain de fable & ce 
Globe font du même ordre , puifque ce Globe n'eft 
certainement pas infini, ou plus grand que toute 


grandeur finie. 
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n'empêchera qu'on ne l'augmente beaucoup. 
J'avoue qu'on peut me reprocher qu'au lieu d'é- 
claircir l'nâni , j'y porte une obfcurité nouvelle,un 
Paradoxe inoui, qui eft expofe dans la Se. III , & 
qui enfuite fe retrouve fouvent dans tout l'Ouvrage: 
mais fi ce Paradoxe eft vrai, s’il fuit néceffairement 
de la nature de l’Infini, je la fais mieux connoître, 
j'en fais mieux connoître les propriérés, qui, quoi- 
qu'obfcures , font la fource de tout ce que le Cal- 
cul nous donne de plus étonnant ; on arrivera aux 
plus grandes merveilles bien préparé, & fans cette 
efpece de furprife, w dans le fonds n'eft point ho- 
norable àune vraie Science. C'eft toujours un degré 
de lumiere, que de voir fûrement à quel principe, 
fûc-il peu connu, tiennent certains effets. Ainfi 
uand les Phyficiens ont demandé comment fe fait 
Ë génération perpetuelle des Plantes & des Ani- 
maux , qui font des Corps d’une organifation fi ad. 
mirable & fi conftante, ceux qui ont dit que ces 
Corps font déja tout formés de la main du fouverain 
Etre dans les Graines ou dans les Œufs, & qu'ils ne 
font que fe développer ; ont apporté dans la Phyfi- 
que une connoiflance nouvelle & utile , toute ac- 
compagnée qu'elle eft de difficultés embarraffantes ; 
elles ne font pas abandonner le principe, & on fe 
contente d'admirer. Je remarquerai en paffant que 
dans cet exemple même la principale difficulté 

vient de l'Infini. 

Ceux qui ont le plus traité l'Infini géométrique , 
ne 
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mor qu'on rompe abfolument a liaifon qu’ils m'one 
paru avoir avec les principes reçus, & je recon- 
noïtrai mon erreur fans chercher de vains fubrerfu- 
ges. J'en dis autant de toute autre efpece de fautes 
où je ferai tombé fans m'en appercevoir, ce qui 
n'eft que trop poffible dans un affez grand Ouvra- 
ge; que j'ai toujours craint qui ne fût au-deflus de 
mes forces, & que j'ai fupprimé long-temps par 
cette raifon. 
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DE L'INFINI. Partie I. Seët. 1 25 
un antécédent quelconque à fon conféquent. Or dans une 
progreffion;tous les termes étant alternativement antécédens 
& conféquens, horfmis le premier qui n’eft qu’antécédent ; 
& le dernier qui n’eft que conféquent, la fomme de tous les 
antécédens din < 4. am. am”, am', &cc. am"-* fera la 
fomme totale inconnue de tous les termes , que j'appelle /, 
moins le dernier terme, c’eft-à-dire , f— am*—", De même 
la fomme des conféquens fera f—4. Doncf— am—. 
J—a:i:a. am::1.m. Doncfm—am—f—4. Donc 


fm —f=am —s. Donc f= =. 


Parexemple, fia—2;Mm—3,n=—4; ce qui donne la 
progreffion -: 2 eft 







Si a & n demeurant les mêmes ; m 
la progreffion décroiffante = 2. 4. ; 
1 





> ce qui donne 
» la fomme eft 


ax —— 





2 divifé par — } — 





4% 16, 


na ie 2 37 





Si m eft une fra@tion dont on tire quelque racine comme 
dans les deux progreffions géométriques de l'art. $8. donc 
je prends la 1°°, où m— sr & n— 9, la fomme fera 

fi 


axé — 3 divifé par 


? 
Ü 
y £ 
mn Oo 3; 
35 
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4 L O1 
L 


Donc la 





autre. côté le divifeur 





5 9 
fomme eft ss x 
si 

$? étant = 1953125 dont la Ÿ eft un peu plus de 6, & 
39 étant = 19683 dont la ? eft un peu plus de 3 , il fuit 
ge eu _ 3teft à peu près 3, & cette grandeur ayant un 
ivifeur, il femble qu'elle doive encore devenir moindre. Ce- 
pendant dans cette progreflion la fomme des deux extrêmes 
3 & s eft 8, & elle eft encore beaucoup augmentée par celle 
des 7. moyens proportionnels. Mais auffi 5° — 3° eft une 

fra@ion,, quoiqu’elle n’en ait pas la forme , & par conféquent . 
elle augmente la grandeur qu'elle divife. Car 5” eft plus 
grand que 1 = 1°, & moindre que 2 dont la puiffance 8e 
eft 256. 3° eftauffi plus grand que 1 , & à plus forte raifon 
moindre que 2. Donc quand de 5° on retranche 3° , on 
en retranche plus que 1 , & puifque $° & 3° font l'un & 
l'autre moindres que 2, le refte que donne la fouftraëtion 












CE LEE à 


ou $* — 31 eft moindre que 1 , & par conféquent une 
fra@ion ; mais cette fra&tion eft inconnue , du moins exac- 
tement. 


On la peut appeller : &la fomme de cette progreffion 


fera si — 3 xx 
Rapport de 79: Pour avoir par le calcul le rapport de la fomme #4 
20: fmmes.… d'une progreffon arithmétique à la fomme G d'une géomé- 
trique ; ou plutôt les deux fommes enfemble , les deux pro- 
greflions ayant les mêmes extremes a & 4 , & le même nom- 





bre n de termes, il faut confidérer que dans 2 4+-mxn— 1 
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x? Formule de 4 (77) & dans” —# Formule de G(78) 


mm étant différent de part & d'autre, il doit être réduit à la 
même expreflion, ce qui fe fera en prenant dans 4, m= 





ei, & dans G, m =" (55). 





ol 
On a donc d'une pat 24+mxn—1X5= 


LL a 3 Et 
rar à 











: an Æbnxbr progres 


3 
Par exemple, G 41,628, &n—=4)0ona 
PRES Er Pi 





Spin t C jenti—t 18, & Pr 


3 [ 3 








—— 4 4 à 
ai = 8 — 1. Or 8 étant = 2}, on a 8 = 2? 
=m2t= 16, dontenfüite il faut retrancher 1. Donc 4. G. 
5:18. 15 , qui font en effet les fommes des 2. progreflions. 

80. Si n demeurant le même, # devient plus grand par 
rapport à 4, 4 devient plus grande par rapport à G. Car 4 


un 


= —;— augmente par l’augmentation deb , fans qu'il lui 








arrive d’ailleurs aucune diminution , & G = e 
PE 


Di 
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ef telle que fon numérateur augmente par l'augmentation 
deb, & fon dénominateur auffi , & par conféquent G ne fair 
que fe maintenir à peu-près comme elle étoit, & n'augmente 
pas à proportion & Æ. Donc plus ? fera grand, # demeu- 
rant le même, plus 4 l'emportera fur G. 


81. Sia & b demeurant les mêmes, # aûgmente, 4au, 








mente abfolument 3 & dans G la grandeur #"—"— 0" 





en approche toujours plus d'être à — 4, & ba 
‘d'être 6" — 4°, & alors la différence de 8” à a” eft très: 
petite ; d'où il fuit que G eft fort grande. Donc l’augmen- 
tation de b par rapport à 4, augmente plus le rapport de 4 
à G, que l'augmentation de n. 

































































































































































DE L'INFINt. Partie I. Seët, LIL 8x 


e dis qu’elle en fait une infinité de Finis , car dansles 4 où 
reft fini ; le nombre des termes de chaque ordre étant tou- 
ours moindre à mefure que » eft plus grand (227), & par 
sonféquent le nombre des termes du dernier ordre toujours 
noindre , & ce nombre ayant commencé par être infini , il 
autqu'enfin il devienne fini dans 4® , ou, ce quieftlemême, 
que Le dernier féjour de 4% ne foit que fini, ce qui ne l'em 
>êche pas d'être plus grand que tous les précédens (227). 
245. Donc la fomme de 4® eft fon dernier terme co: 
nultiplié par quelque nombre fini inconnu ; ou x co® . 


246. Il eft aifé de voir en quoi 4% convient avec les # 
où n étoit fini, ou en différe ; & pourquoi. 


Les 4° ayant toujours réduit le nombre des termes finis 
de leur origine à être moindre, 4% le réduit à n'être que 1» 
terme inébranlable, 


AS tend & arrive À l'égalité auffi-bien que les À & par 
la même raifon. 

Müis il étoit impoffible que 4% eût un nombre d'ordres 
=00 + 1 , puifqu'elle n'en peut avoir qu’un nombre =00; 
&qu'elle n’en a effétivement qu'un nombre beaucoup moin- 
dre à caufe des ordres fautés à fon origine ; de-là naiffent fes 


différences avec les 4”. 


Elle faute , paffe, & féjourne ; au lieu que les 4” ne font 
que féjourner. . 
Maïs dès qu'elle féjourne , elle doit reprendre fon analogie 


avec les 4°, & faire des féjours croiffans, & elle n’en doit 


fire un dernier que fini ; parce que les 4” font leur dernier 
féjour infini décroiffant. 
Cela fait que le dernier ordre feul de 4% eft utile à fa 


fomme, au lieu que les deux derniers des 4” font utiles à 
la leur, ; 
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Les fommes des 4” ayant toujours été décroiffantes dans 
T'Infiniimmédiatement fupérieur à leur dernier terme, lafom- 
me de 4® n'eft que fon dernier terme infini infiniment mul- 
tiplié. 
247. De-là on doit conje@turer qu'il y a eu entre les 4” 
où » étoit Fini déterminable , & 4°; quelque Suite À, 
æ étant Fini indéterminable , qui n'a eu qu'un nombre d'or. 
dres égal à fon expofant , qui a paflé d’abord par les ordres, 
& enfuite a féjourné, & féjourné infiniment dans fon dernier 
ordre feul, & dont par conféquent la fomme a été fon der- 
nierterme infiniment multiplié, qu'immédiatement aprèselle 
eft venue une Suite qui n’a fait qu’un faut d'un feul ordre , 
enfüite a paffé , &c. & dont la fomme a été fon dernierterme 
multiplié par un moindre nombre ; ce qui enfin a amené par 
degrés A®. 
cmfäte- 24 8. Après avoir examiné la Suite À , élevée à la puif- 
A4, fance quelconque », & en avoir tiré toutes les connoïflänces 
que nous avons pû; voyons maintenant k même A dont on 
tire la 4 quelconque , ou A » qui fera #, Â, #, &c. 
As ; felon les différentes valeurs fucceflives de n. 


11 eft clair d'abord en général que l'extra@tion de la W 
étant précifément le contraire de l'élevation à la puiffance #3 
on doit trouver dans À; devenue A » le contraire de ce 
qu’on a trouvé dans Ædevenue 4”. Donc tout ce qui en 
pañant de A dans 4” éroit élevé, eft abaiffé en paffant de 4 
dans 4, 

249 Soit 4, qui eft OFSSNS à F. # = 2, 


tion de 


FE é Hu gi ot 3; &c. ci. 
In’ ya dans 4 aucun nombre fini déterminable ; qui né 


foit a de quelque nombre fini déterminable de 4; or À 
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&ontient le #” de touslesnombres de 4, doncelle contient 
tous les Finis déterminables de 4. Mais de plus entre deux 
nombres confécutifs de A, tels que 1 & 2, 2 & 3, &c. 
Æ”introduit de nouveaux nombres qui n’étoient point dans 4, 
Donc 4* a plus de nombres finis déterminables que 4. 

1 

2$0. Æ* introduit deux nombres nouveaux entre 1 & 2, 
4 entre 2 & 3, 6 entre 3 & 4, & toujours ainfi felon la 
fuite des Pairs ; d'où il füit qu'outre les Finis dérerminables 
de 4, 4” prend autant de termesnouveaux que Æ* en fautoit 
dans 4 1204) , & par conféquent comme 4* fautoit dans 4 
un nombre de termes infini par rapport au nombre des ter- 
mes qu'elle ÿ prenoit, 4° prend un nombre de termes finis 
nouveaux qui eft infini par rapport au nombre des Finis dé- 
terminables de 4 qu'elle prend. Et comme le nombre des 
Finis déerminables de 4 n'eft que fini, le nombre des Finis 
déerminables de 4" eft infini. 

251. Si Æ* continuoit toujours ainfi, c’eft-à-dire , fi elle 
prenoit tous les termes des finis & infinis , & qu'elle intro- 
duisit entr'eux des termes nouveaux en nombre toujours 
croiffant ; le nombre total de fes termes ne pourroir être 
q’infiniment plus grand que celui des termes de 4. Mais 
Æ* fe termine par ©” & par conféquent ne prend aucun 
terme de À plus grand que œæ*, ou qu’un Infini fort appro- 
chant, fi co" n'eft pas dans 4. 4* prend donc tous les ter- 
. ee do nN AEN : É 
mes de À depuis 1 jufqu’à co*, en introduifant toujours 
entreux des termes nouveaux. Et comme le nombre des 
termes nouveaux introduits entre deux termes confécutifs 
de 4 eft toujours croiffantfelon la Suite des Pairs pendant le 
cours infini de 4”, il fuit que le nombre de ces termesin- 


troduits entre Les deux derniers termes que # pris 
ÿ F 
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eft infini. Donc o0* étant néceffairement précédé dans 4 
d’un autre Infini moindre, & Ales prenant tous deux. elle 
introduir entreux un nombre infini d'Infinis. Donc 4° f 
termine par un nombre infini d'Infinis. 


Cette démonftration demande feulement qne dans A 
foit précédé d’un Infini ; mais comme il eft vifible qu'il l'eft 
de beaucoup d’autres, & que la Suite des Pairs fe termine par 
plus d’un Infini, le nombre infini des Infinis de 4° en ef 
d'autant plus grand. 

252. Le nombre des Finis déterminables de Æ* par où 
elle commence eft donc infini (250) , & le nombre des In- 
finis par où elle fe termine infini auffi. Mais tous les Finis 
indérerminables de qui font en nombre infini demeurent 

1 ñ 
Finis dans 4°, puifque l’extraétion de leur V” ne peut pas 
les rendre infinis, & de plus 4° ne peut introduire entr'eux 
qu'un nombre infini de termes nouveaux. Donc voilà le 
nombre infini des Finis de 4Ÿ beaucoup augmenté. 

253. De plus, puifqu'il y a dans 4 des Anfinis f petits, 
que l'élevation à la puiffance 2 ne les éleve pas d'ordre dans 
Æ° (206), il faut que par la raïfon contraire l'extraétion de 
la V les abaiffe d'ordre dans Æ*, ou lesfaffe devenir Finis. 
Mais comme ils ne font qu'en nombre fini (207), ils n'aug- 
menteront que finiment l’infinité des Finis de 4°, 

2$4 La préfomption eft donc grande que le nombræ 
infini des Finis de Æ* fera plus grand que le nombre infini 
de fes Infinis ; ou , ce qui eft le même, que le nombre des. 

3 
termes des deux différens ordres dont 4° eftformée,ferz 
décroiffant de l'origine vers l'extrémité, Mais on le voit füre= 


ment par l'analogie d’oppofition qui doit être entre 4° &.# 
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ou 4°, dans lefquelles le nombre des termes des différens 
ordres eft croiffant ( 193 & 210.) 


255. Puifque A eft comprife entre 1 & oc*, deux 
extremes infiniment moins éloignés que 1 & co ; extremes 


de À, & que A” introduit toujours des termes nouveaux 
entre deux confécutifs de 4 qu’elle prend, & toujours un 


nombre croiffant de ces termes , les termes de 4% pris dans 
leur total ont de moindres rapports, ou font moins inégaux 


que ceux de 4, & de plus c’eft vers l'extrémité de A qu'ils 


untde moindres rapports. Donc ÆË tend & arrive à l'éga- 
lité. On le prouvera aufi par le même raifonnement qui l’a. 


prouvé de 4° & de 4” en général. 
256. Puifque le nombre des Finis de Aï eft infini, ils 


font tous utiles à fa fomme , & tous les termes 4* , excepté 
lei, érant plus grands que 1 , la fomine eft plus grande que 
celle de la Suite infinie des Unités qui eft — 0, & elle doit 
Are de quelque ordre au-deffus de Go , puifqu'il y entre une. : 


infniré d'Infinis. D'un autre coté la fomme de 4° eft moin- 
dre que celle de 4 qui eft de l’ordre de oc" , & moindre de 
quelque ordre , puifqu’elle n’a pas d’Infinis plus élevés que 


@*, Donc elle eft de quelque ordre moyen entre oo &c 
oc, c'efl-à-dire; qu'elle eft quelque Infini radical qui eft de 


Tordre de oc incomplet , comme oo ; ou oct, &c. 
257. Comme dans 4 oo eft précédé par Gi — 1, 

& qu'entre ces deux Infinis AŸ en a introduit une infinité 

de nouveaux qui ne peuvent être que de l’ordre de oc, ik 


y a dans A* un nombre o< de termes de l'ordre de co*, 
mis. non pas égaux à co , d'où il fuir que leurs fomme eft 
EE 
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oc x ooù divifé par quelque nombre fini d'autant plus grand 
que l'inégalité des Infinis de l'ordre de oo* fera plus grande; 
car c'eft cette inégalité qui empêche leur fomme d’être = oc 
xoof. Après celales Infinis de 4? qui précédent oot— 1 
n'étant pas en nombre infiniment plus grand que ceux de 
Pordre de 00, & étant même d'ordres inférieurs , &c plus 
inégaux entreux , ils ne peuvent élever d'ordre la fomme 
des co*, mais feulement l'augmenter. Les Finis en nombre 
infini ne peuvent que l’augmenter encore d’un terme infini 
d’autant moindre que leur inégalité, plus grande que celle 
des Infinis, eft plus grande. Donc la fomme de #4 eft fixée 
à être de l'ordre de oc x oct, Et comme ec eft de l'ordre 
de co, elle eft de l'ordre de oo. 

2$8. Selon le raifonnement de l'art. 212, maisrenverfé, 


tous les termes de 4? étant utiles à fa fomme ( 256), & 
d'ailleurs étant tous moins inégaux que ceux de (255 )la 


fomme de 4? doit être une plus grande partie de fon Tout 
ou de ot que la fomme de 4 n’eft du fien ; ou de oo". 
3 


Donc la fomme de 45 eft, par ex. :®, ou 2, &c. 


copie 259. Ar eft 5; ai. SEE 5Ÿ. 67. 73.8 


smdeAr, =, &cc.oo$, Et il eft aifé de voir que A eft comprifé 


en général 
Ce x F ga entre deux extremes moins éloignés que ceux de 4*, & que 


Pro 


par conféquent ions les termes moyens font plus petits que 
ceux de 4?, qu’elle prend dans À tous les termes qui étoient 
entre 1 & 07; & par conféquent un moindre nombre de 
termes que n'en prenoit À, qu'elle introduit entre deux 
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termes confécutifs de 4 un plus grand nombre de termes 


nouveaux que n'en introduifoit 4° , & un nombre toujours 
croiffant , qu’elle a un nombre infini de Finis plus grand que 


celui des Finis de A%, &un nombre infini d’Infinis moindre, 
que fes termes pris dans Le total font moins inégaux que ceux 
de Æë, qu'elle tend & arrive à l'égalité, que f fomme eft de 
Pordre de 00? , moindre quecc*, & une plus grande partie 
de oo , que la fomme de Æï n'étoit de cf, 

260. IL en ira toujours de même de 4; 4Ï, & en 
général de 4% , deforte que la derniére 47 n'aura plus 
que des nombres finis , ou égaux; ou très-approchans d’être 
gaux ; & une fomme de l’ordre de co , & même égale à 
ce co ; puifqu'elle n'en fera plus du tout une partie. En effet 


l derniére AT ef 4% qui eti® = 1. 20.30 
&c. 00® , & il eft aifé de prouver en détail qu’elle a toutes 
les propriétés annoncées. 

Quelque nombre que foit », fini ou infini, 2"> n. Donc 
a> n°=. Donc tout nombre » par l'extra@ion de fa W° 


tombe au-deffous de 2 , ou entre 2 & 1 ; car il ne peut tom- 
ber plus bas que 1:(8). Donc » étant fini, il refte encore 


après la une infinité de V à tirer jufqu'à la Ÿ. Donc tout 
nombre fini a une infinité de V entre 2 & 1, & comme cha- 
cune l'abaiffe toujours ou l'approche toujours de 1 , il en eft 
donc infiniment approché par la Ÿ y& vientà fe confondre 
avec r. Donc nétantfini, #® == 1, Donc tous les nom« 


bres finis de 45 font les plus petits qu'il fe puiffe & égauxe 
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261. Cette démonftration n'eft que trop forte, car il n'y 


a point de nombre #, excepté 2, qui attende fa V pour 
tomber au-deffous de 2. 3 ,par exemple, y tombe avant EVA 
& dès”, 4 dès fa Vs &c. 100 dès av très - éloignée 


RW, 1000 dès, &c 
En général fi un nombre eft une puiffance de 2 ; comme 


2 
s12— 2°, il eft vifble que fa” étant 2, toutes fes autres 
font au-deffous de 2. & file nombre n’eft pas une puiffance 
de 2 , il ne peut avoir de fes V” au-deffus de 2 qu’autant que 
la plus frise puifauce de à qui cf au-deffous de Jui à de 
dimenfions. Ainfi parce que la plus grande puiffance de 2 qui 
foit au-deflous de 1000 eft $12, 1000 ne peut avoir que 


DE 
Les, V', &cc. jufqu'à V” au-deffus de 2, & toutes lesautres 
font au-deffous, & il eft bien éloigné d'attendre pour cela 


fa VW”. Et comme du nombre infini des puiffances de 2 il 
n'y en a qu'un nombre fini de finies (228) ; il n’y a point 
de nombre fini , quelque grand qu'il foit ; qui ait au-deffous 
de foi une fret de 2 fi grande qu'elle ne foit plus finie, 
& par conféquent il ne peut avoir qu'un nombre fini de fes W 
au-deflus de 2, & il en a un nombre infini entre 2 & 1. 


262. Puifque » étant fini ou infini, 2> # » (260),on 
a2> © &, dernier terme de A® , comme on l'a déja 


trouvé dans l'art. 167. Donc tous les termes de 4 % font 
finis, puifque fon plus grand terme l’eft, aufli-bien que le 
premier & le plus petit. 


263. nes Grant — 1 tant que » eft fini (260), cela 


A'eft plus vrai quandn=—= co. Car on a déja vüque oo 
æ1 
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& par eux-mêmes , & par leurs expofans ; que neft plus 


grand. Donc enfin 4 + arrive À deux termes entierement 
gaux. 


288. Tous les termes de 4 + 3 horfinis le 1°°, font plus 
grands que 1 , ce qui eft vifible d’abord dans fes trois 1°* 
termes où elle eft croiflante , & enfuite dans tous lesautres 


où elle eft décroiffante, puifque oc © , le moindre de tous, 
. eft> 1. Son 24 & fon 3° terme ont des différences finies 
à 1 , & tous les autres du cours décroiffant ont chacun une * 


différence finie à 1 , puifque telle eft la différence de oo ; 


le moindre de tous , à 1 (263). Donc la fomme de AT ef 
plus grande d’une différence infinie que celle de la fomme 
des Unités , quieft oo. D'un autre côté chaque terüie: 


de A eff moindre que 2. Donc la fomme de ATeft an 
Infini moyen entre o© & 200, ‘. 
Ieftaiféde voiren quoi À + ; comprifes entrelesmêmés 


extremes que A5, luieft contraire, comme À l'étoità 4° 
(283). 


Empire 299. Si de À on tire a Ÿ » » ayant fucceflivément 
Poe As AT qui ef 
CE 
AT 
3 


ATyitat = 








“toutes les valeurs, ce qui donnera 4° : 





& à # L 
= 237. 4 — 16, 5°, &c. oo +. 
RER ER: ÿ 
2.3 3.4", &c. oo 


À 24,4 À æ + 
27.3: .4"—45",&c co "+, &c. on voit d'abord 


LM 
D 


‘que chacune de ces Suites 4 *- a destermes toujoürs croif 
fans + mais que d’une Suite à l’autre ils font toujours moins. 
dres ; puifque:# eft roujaurs croiffant.. ” 
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elle a beaucoup plus de termes qu'il ne manque d'ordres 
œ 


oo * pour être égal àoo® , il faut néceffairement que 4+., 

faute quelques ordres d’Infini , & comme elle a commencé 

par féjourner dans fon premier ordre , il faut qu'enfüite elle 

paffe par les ordres, & n’en faute qu'à fon extrémité. Donc 
œ 


co % eft feul de fon ordre, & il fait feul la fomme, 


298. Il en va de même de toutes les 4 + füivantes, tant 
que nef fini. 


‘299. Au contraire dans 4 © tous Îes térmes font utiles 
à la fomme. Elle n’eft que de l'ordre de co , puifqu'il n' 
a qu'un nombre fini d'Infinis de cet ordre, mais elle 
plus grande que co’, fomme des Unités, & plus grande 
d'une différence infinie. 


Cmfdtre 300. Si on éleve 4 72° à la puiffance » qui aura fucceffi- 
sim des AS. Ê = 2 


vement toutes fes valeurs, ce quidonne 4 = , 44,11. 


2 SE 4 En 4 
2°—2. 35425", &c.00®. AT 542 


4 FIRE A 4 
3734 Go oo. As 1 24 3°. 4° 
« 


. 
4, &c. 00 ©, &c: on voit d’abordque ces Suites 4 + 


ontcomme les 4» un terme égal au terme correfpondant 
dans 4 ,lorfque n——2,8& que ce terme avance toujours d'une 
place à mefure que » croit d'une unité, mais qu’au contraire 


des 4 » tous lestermes des À 7 jufqu'à ce terme égal font 
plus grarids que leurs correfpondans dans A , & tous en« 
füite plus petits. La raifon en eft claire. . 


301. Donc dans la derniere des 4, 5 »quieft À + le 
germe égal eff à La derniere place, & tous les termes qui le 
d t précedent, 
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précédent, hormis 1 , le 1° de la Suite, font plus grands que 


leurs correfpondans dans À En effet A etre. 





® © œ © 
2,371 9 &c CO => 00, où 2: eftnon-feulement 
plus grand que 2 , fon correfpondant dans 4, mais infiniment 


plus grand , de même 3 infiniment plus grand que 3, &c. 
302. Comme les ATne font que des puiffances de AT ra 


&c que dans 4 Tl 3°* terme eft le plus grand de tous, & 
qu’elles font croiffantes jufqu’à lui, & de-à décroiffäntes 


(284), il füit qu'il en va de même dans toutes Lks AT. 


Donc tant que le 3m terme de 47 eft fink, elles n'ont que 
des termes finis. 


303. Le troifieme terme de toutes les 4° eft 3 # qui 
1 : æ 
dans 4% eft3 7, & dans 4 + , 3 » , c'eft-à dire, que 


3 Te élevé fucceffivement dans les 4 7 à toutes les puifs 
fances depuis la puiffance 1 jufqu’à la puiffance co. Or tant 


que n eft fini, 3 F eft une puiffance finie de 3 Tyouun 


nombre fini ; donc tant que » eft fini, les AT n'ont que des 
termes finis, , 


304. Donc les fommes des 4 7 ne font alors que de 
l'ordre de oo ; mais croiffantes dans cet ordre. 


305. Puifque n étant fini , tous les termes des À 7 font 
finis les derniers de chaque 4 + difpofés de Gite ui font 
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oo, C2 S,&e. font donc finis, & en générales 

co S font des nombres finis tant que » ef fini. | 
306. Lorfque n eft devenu quelque nombre Fini indé: 


terminable x tel qe le 3° terme de AT » qui eft alors 3 + » 
foit infini pour la premiere fois , tous les termes fuivans 


moindres que lui font encore finis, & quand dans les 47 
fuivantes quelques-uns de ces Finis deviennent Infinis,cefont 
les plus proches du 3" terme, le 4°° d’abord , enfüite le 
5", &c. deforte que c'eft à l'extrémité de ces Suites qu’il 
fubfifte plus long-temps des termes finis. Et comme dans la 


œ 
derniere de ces Suites, qui eft 4 + ,tous les termes fontin- 


finis, il faut que depuis la MAT, où le 3" terme a com: 
mencé à être infini, il y ait infiniment plus de Suites qui 
aientsdes termes finis à leur extrémité, qu'il n'y en a qui 
ont tous leurs termes infinis, ou, ce qui revient au même, 
le nombre des Suites qui ont des termes finis à leur extrémité 
eftinfini, & le nombre de celles qui n’ont que des termes 
infinis , n'eft que fini. 

307. Donc les derniers termes de toutes les 4 = étant 

: = æ 

o,00 ©, om; &c. 00% — 00 , qui font la Suite 
des puifflances de œ% , il yaun rämbre infini de. ces 
puiffances , qui font finies , & un nombre feulement fini d'in. 
finies , ce qui eft le contraire de la Suite des puiflances de 2; 


de 3, &c. (228, 239, &c.) Et cela même fair voir l’ana- 
logie qui eft entre la Suite des puiffances de 1 & de 2, & 


celle des puiffances de œœ, nombre moyen entre 1 & 2 
Car toutes les puiffances de 1 en nombre infini font finies, 
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chaque terme difparoît devant fon conféquent, & le rapport 
des termes eft décroiffant, 


œ 
309. De même dans le cours décroiffant de 4 + , qui 
ef compofé d'une infinité de termes, leur rapport eft décroif. 


fant , puifque 4 T doit avoir des rapports décroiffäns ; ou 
tendre à l'égalité auffi-bien que 4 cr 287). 3 1 terme 
du cours décroiffant de 4% étant infiniment plus grand 


je 27 quiet d'une infinité d'ordres au-deffus de 1 ( 308); 
ä eft donc d'une infinité d'ordres au-deffus de 1, & au-deffus 


de co , dernier terme de 4% Maïs ce nombre infini d'or. 
dres dent 3 Sturpate co ; eft beaucoup moindre que co: 


à œ 
& doit être diftribué dans tout le cours décroiffant de 42", 
g a un nombre de termes = © — ; —0co. Donc la 
uite féjournera dans quelques ordres d’Infiniét les rapports 
de fes terme étant décroiflans, ce fera vers fon time 
qu'elle féjournera , & à fon extrémité même qu’elle fera fon 
plus long féjour ; qui fera dans l'ordre de co. Et quand même 
ce féjour feroit infini , ce qui éleveroit à l’ordre de co* la 
fomme des termes de ce dernier ordre , elle difparoïtroit des 
vant des Infinis fupérieurs , qui difparoîtront devant d’autres 
Infinis fupérieurs & précédens, & route la fomme ducours 


décroiffant de 4%, auffi-bien que celle du cours croilfént- 


. Ë 
(308) ; ne fera que 37 3% terme de la Suite. 


Confdtre. 


#mdclpre 310. Soit maintenant entre 1 & oo , termes extremes- 





ce 


da nombre de termes, & qui eft. 


de de 4, la progreflion géométrique G , compofée du même 
ï 


+00 5, 00 & We 
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dantes, l’une arithmétique ; l'autre géométrique , font = 


ei 








pi 


Si b eft infini par rapport à 4, » étant a ces deux 


fommes fe réduifent à #* & # 





== 6. Donc elles font 


il biin a 


Sialorsn= 3, ce qui eft fa moindre valeur poffible , & 
a= 1, comme on l'a toujours fuppofé, on a pour la pro= 


greffion 4 —- 1. “es © ; dont la fomme +, & pourG 


ona= 1.007.00, dont la fomme eft co. Or ces deux 
fommes font :: 3.2:: n. 2. 


2:00 


30 


Sinæ4sona A1. 5 1 » dont a fomme 


: 
1 3 à 
eft 200, & G = 4. 00. 007. co’, dont la fomme eft 
co , & ces deux fommes font :: 2.1 :: mn — 4. 2. 

Il en ira de même de toutes les valeurs fucceflives de n 
fini. Dans toutes les 4, tous les rermes feront utiles à la 
fomme , horfmis le premier, & dans toutes les G le dernier 
terme feul fera la fomme , ce qui confirme toute la Théorie 
des Infinis radicaux , car s'ils ne difparoifloient pas, comme 
il a été dit ; devant les Infinis potentiels , le rapport + des 
deux fommes feroit faux , quoiqne démontré par le calcul. 

317. Il n'eft pas pole que fi » continue de croître juf. 

u’à devenir infini, le rapport des fommes de 4 & de G ne 
levienne infini, lorfque » fera = oo , mais il ne devient pas 
gelui de 6 à 2, comme on pourroit le conjeëturer d'abord. 


La raifon en eft que tant que » ef fini, la grandeur à 5 
#1 difparoît devant à Fidans le dénominateur de la fomme 
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& de G le rapport de oo à 2, qui eft leur plus grand rap- 
port poflible. À 

320. On voit que la Suite naturelle 4 & la correfpon- 
‘dante G font d’une nature toute oppofée , non-feulement en 
ce que l'une eft une progreffion arithmétique , & l'autre une 
géométrique , mais en ce que 1° 4 a une infinité tant de 
termes Finis que d’Infinis , & G une infinité de Finis, & un + 
nombre feulemenr fini d’Infinis, 2°. tous les Finis de G, 


œ " 
horfmis 1, font des V” de © abfolument inconnues, & 
par-Bà même les Infinis de G font encore plus inconnus que 
ceux de 4. 

321. Les numérateurs des expofans des termes de G 
étant la Suite des nombres naturels, il y a de cesnumérateurs 
de troisefpeces, des Finis déterminables », des indétermina- 


bles x, & des oc. On a donc outre les oo ® , une infinité 
œ 


tant de oo ® que de © *, qui font des nombres finis , & 
La 


il n'y a qu'un nombre fini de o © qui foient Infinis. On 
verra encore mieux par le raifonnement fuivant , comment 
cela fe fait. oo élevé à une puiffance dont l’expofant foit une 
fra@ion pure , comme toutes celles dont il s'agir ici ,eft élevé 
autant de fois qu’il y a d'unités dans le numérateur de la frac- 
tion, & abaiffé autant de fois qu'il y a d'unités dans le ‘dé- 
nominateur : car le numérateur exprime une puiffance par- 
faite, & le dénominateur une /”. Si co eft finiment élevé 

ar le numérateur de fon expofant , & finiment abaiflé par 
le dénominateur , ou, ce qui eft le même, fi le nombre des 
unités tant du numérateur que du dénominateur , n’eft que 
fini, quelque différens que foient ces deux nombres entr'eux, 
©© n'a point reçu de changement quant à l'ordre, & il refte 


dans celui dont il étoit.De-Ià vient que tous les o6° , oo, 
&c. font des Infinis. Mais fi oo eft finiment élevé par le 


DE L'INFINI. Partie J. Seët. III. ns 
numérateur de fon expofant, & infiniment abaiffé par le dé- 
nominateur, il fort de fon ordre, & tombe dans celui du Fini, 


donc tous les co © & les oo % font des nombres finis »& 
œ 


même tous les co © , tant que oc a une différence infinie 
àco , & que par conféquent il a une infinité d'unités moins 
que co. Or il y a une infinité de eC qui ont une différence 
infinie àco, & il n’y en a qu'un nombre fini qui aient à oO 
une différence finie (184). Donc, &c. 





Pi 
































128. ELemens pe LA GuOMETRIE : 
#'auront que des fommes finies , & toujours décroiffantes juf: 


qu'à celle de 2% ; qui ef la Suite 75 » 28 » 37 > Ke. Tes 
‘dont la fomme n’eft que le 1° terme == 1, puifque 2®° 
étant infiniment grand par rapport à 1 , & infiniment petit ‘ 
par rapport à 3% ; & 3% infiniment petit par rapport à ‘ 





4® ,&c. (239 & 240); 75 difparoit devant ts F devant 


2® , &c. 


Un plus grand détail de ce qui regarde les Suites moyen< * 
nes entre 2 & 75 £ préfentera de foi-même. 

366. TouteslesSuites AT depuis AT =; ou depuis 
Ajulqu'à 45, ayantune infinité croiffante de termes finis 
(250 2549 2595 260); les Se qi ns “7 


5 &c =, où 





Ro Eee son 
œ ul 4 à 





: co L u 4 
3: œ F “ 3 œ Us 
5 &cc. —, &c. ont des fommes infinies ; & comme les 

GO 4 
3 œ : 


termes de pe font plus grands que leurs correfpondes 
dans 





» ceux de — plus grands que Îeurs correfpondans 
4% > 
dans — , &c. ces fommes infinies des = font croiffantes; 
AT Pa 
tant parce que le nombre de leurs termes finis eft toujours 


plus grand, que parce que leurs termes font toujours 
grands. La premiere de es Suites, qui eft = Lu nn 





4 L 
3 &c. =, a une fomme infinie beaucoup moindre que@ 
(36h 
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(362). La derniere Suite —— eft = 45 > parce que tous 
48 


Les termes des 4 ® font 1, horfinis le dernier (267), & 


la fomme de 4% eft = 00 (267). Donc toutes les fommes 


infinies croiffantes des —= font comprifes entre un Infini 
45 
‘beaucoup moindre que , & oc. 


367. Puifque toutes les 4° dont la premiere ef 4°, 
& la derniere 4 (271), ont un nombre infini décroiffant de 
termes finis (273), les qui font =, =, +, &o 





onu, Moy es EU 5 OÙ 5, À > +3 
Fo Re À 4 + 


n 3 $ 
oo ". ñ œ : Ê 3 


&c. —, &c. auront des fommes infinies , mais décroiffan< 
co 
tes ; tant parce que le nombre de leurs termes finis eft dé= 
croiffant ; que parce que les termes de = font plus petits 
Aÿ 
que leurs correfpondans dans +, ceux de — plus petits 
Ai 4% 


que leurs correfpondans dans — , &cc. La premiere de ces 
Pi 
Suites, qui eft e 3 a une fomme plus grande que celle de 


É (366); & la derniere, qui eft + ,a une fomme beau: 
coup moindre que oo. Donc le nombre infini des fommes 
infinies décroiffantes des eft compris entre deux Infinis 





moindres que co. 


R 
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368. Puifque les 471, dont la premiere eft 4Ÿ== 4°; 
‘& la derniere 4, n'ont, tant que n eft fini dérerminable, 
qu'un nombre fini de termes finis , mais croiflant (281), 
toutes les —— où # fera Fini déterminable , qui font +; 

AT Ë 


ro rs &C, He, ou, , He, &c. , où 
F : À Li ri  j 


: $ 
3 œæ 3 : 3 œ 


3 &c. auront des fommes finiess 





2 > 0 &c. 
+ À 
mais croiffantes ; tant parce que le nombre des termes finis 
ef croiffant,que parce que les termes de —- font plus grands - 
A$ 
que leurs correfpondans dans 2e 3 & ainfi de fuhe, Et 


comme + n'a qu'une fomme finie (363), & que + en ss 
une infinie beaucoup moindre que co , toutes les fommess= 


des —— moyennes feront comprifes entre ces deux termes 
4: 





369. On trouvera de même que (282) qui ft 2m 


os 4, &c. "=, n'a qu'une fomme finie. 
273 ra 





5 

> 5 &c. —1, &c. auront des fommes finies ; tant 
E + 

at 23 œ 


que » fera fini. Et comme la premiere de ces Suites , qui eff 


7 =» n'a qu'une fomme finie (369) , & que la 
Pi 
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derniere ; qui eft = , a une fomme infinie , puifque 45 
45 

a une infinité de termes finis (293 ), toutes les fommes des 

— feront croiffantes depuis le Fini jufqu’à un Infini, & cet 

47 

Infini fera moindre que © ; puifque les termes de 





— font 
45 
pour la plus grande partie moindres que des Unités; & que 
cette Suite a des Infiniment petits. 





4 


371. Selon l'art. 284,1, qui eft 1,1, 1, &c. 

T o o 

CT 

— aura une fomme infinie , mais moindre que celle des 
es 

Unités, puifque tous fes termes font des fra£tions moindres 

que 1. +, qui eft felon l'art. 301, =, > =) &c 

Po A CE M 


do 
> n'aura qu'une fomme finie ; qui fera d'abord formée dus 





1®terme —1, devant lequel difparoîtront les termes 





füivans ; qui font des infiniment petits d'ordres differens: 
4 œ 


Mais comme cette Suite au contraire de fa génératrice 4 “ 

ef croiffante depuis fon 3"° terme , elle aura à fon extrémité 
fes plus grands infiniment petits, & comme elle en peut avoir 
au moins dans fon dernier ordre un nombre infini ( 309 ) , ils 
feront en ce cas une fomme finie qui s’ajoutera à 1 pour faire 
la fomme totale , qui ne fera formée que de termes pris aux 
deux extrémités de la Suite. Que f elle n’a pas dans fon der- 
nier ordre un nombre infini d'Infiniment petits, toute fa 


fomme ne fera que 1. Donc les == moyennes entre pa 
Do 


& —;; auront des fommes décroiffantes dep un Infini 
ae pi] 
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moindre que oo , jufqu’à un très-petit nombre fini. Ces 
fommes feront infinies , tant que n aura des valeurs finies, & 
même quand il aura un certain nombre infini de valeurs in- 
finies (306). 

372. Puifque 2 n'a qu'un nombre fini de puiffances 
finies (228), & à plus forte raifon tous les autres nombres 
plus grands que 2 , la Suite des puiffances d'un nombre » fini 
étant réduite en fraétions ; qui fera +, +, +, &c 5 
w'aura qu'une fomme finie, & d'autant moindre que » fera 
plus grand. Et en effet, cette Suite étant une progreffion 


géométrique , on trouvera aifément que la fomme en eft = 


Si, par exemple , #— 2 , la fomme de la Suite infinie des 
puiflances de +, à commencer par 4, eft 1,celle des puiffances 
de Left ?, celle des puiffances de Left}, &c. & même celle 


: car toute la fomme 











‘des puiffances de —- eft — 


f réduit au 1°" terme de la Suite. 

373: Quand un nombre infini de Suites ont toutes leurs 
fommes comprifes dans le même ordre, il faut, ou que les 
différences de ces fommes foient toutes de l’ordre inférieur 
gu quil ya un nombre fini de ces diférences qui fient de 
Tordre fuppofé, & un nombre infini de l’ordre inférieur. Dans 
le 1°° cas, les fommes de deux Suites confécutives , ou qui 
ne font qu'à une diftance finie l'une de l’autre, font égales, 
ou infiniment peu inégalcs ; dans le 24, il ÿ en a un nombre 
fini d’inégales, & un nombre infini d'égales, ou du moins 
d'infiniment peu inégales,& elles tendoient roures à l'égalité. 
De-l il füit ; que fi de ce nombre infini de Suites on voit 
ge les premieres aient des fommes inégales,elles font toutes 

ns le 2d cas, & leurs fommes tendent à l'égalité ; & en 
approchent d'autant plus que les Suites font plus avancées 


dans leur cours. Donc les fommes des Suites 3 érant toutes 


comprifes dans l’ordre du Fini, dès que n — 2 (365), &les 
premieres de ces fommes étant manifeftement inégales, elles 


œ? 
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tendent toutes à l'égalité; c'eft-à-dire, que par ex. la fomme 


de +; approche plus d'être égale à celle de + , que celle de 
5 s'approche d'être égale à celle de +. De même les fom- 
mes des = de l'art. 366, & plufieurs autres qu'il fera aifé 
de voir, tendront à l'égalité. 
374: Si lon réduit en fra@tions la progreffion géométrie Copie 
que G, correfpondante à 4, ce qui donne + 






en Re EE, la fomme en eff infinie ,à +. 
œ# co œ® 

uifque G a une infinité de termes Finis, & un nombre fea- 
Emehe fini d’Infinis. Mais cette fomme eft moindre & beau- 


coup moindre que  ; puifque + n'a que des termes moin- 


dres que 1,excepté le 1°, & toujours décroiffans, & qu’elle 
a des Infiniment petits, & d’ailleurs la même fomme ef plus 
grande que celle de + qui eft infinie (362), puifque les ter- 
mes de À étant tous plus grands que ceux de G, excepté les 
deux extremes , les termes de & {ont plus grands que ceux 
de +. 

375. La grandeur eft fufceptible de diminution à l'infini. Diféremser 
Donc quelque partie que je retranche de 4, je puis encore divifons f- 
retrancher une partie du refte, & encoreune partie de ce ad ne % 
refte , & je trouverai toujours à retrancher, pourvu que jegramnr 
ne retranche aucun refte entier ; or je n'y ferai jamais obligé À" 

ifqu’un refte quelconque fera toujours une grandeur. Donc 

grandeur eft divifible à l'infini , ou en une infinité de par- 
ties On a déja vû dans cer Ouvrage quantité de chofes qui 
prouvent néceffairement cette divifbilité à l'infini , ou qui 
3ÿ accordent. 

376. La grandeur n'eft divifible qu'en parties qu'elle à 
réellement. Un Pied,par exemplesn'eft divifible S 12 pouces 

1H] 


134 ELEMENS DE LA GE'OMETRIE 
que parce qu'il les a. Donc la grandeur a réellement une 
infinité de parties. 

377. Puifqu'elle les a réellement, cette infinité de parties 
conçues comme faifant une Suite infinie de grandeurs, ne fe- 
zont toutes enfemble que 4, qui eft le Tout quelconque fup- 
po, ou, ce qui eft le même, cette Suite infinie aura une 
omme = 4. Il ne refte plus qu'à voir quelle doit être cetre 
Suite infinie , ou dans quel ordre fes grandeurs doivent être 
difpofées. 

378. Il eft clair, 1°. Que la Suite doit être toujours dé: 
croiffante. 2°. Qu'il faut qu'il n'y ait aucun de fes termes 
qui ne foit une partie de 4. 3°. Qu'il faut que chacun en 
foit une partie différente de toute autre. Or Je remplis ces 
trois conditions, fi ayant pris d'abord ? de 4 , ce qui donne: 

our 1% refte 14, Je prens : de ce 1“ refte , enfüite £ 

u 24,1 du 3%, &c. à l'infini; car par ce moyen il n'ya 
rien dans a qui ne devienne à fon tour, & une moitié 
différente de toute autre ; d’ailleurs je prens toujours tont 
ce qui eft moitié, & toutes ces moitiés font décroiffantes, 
Ce fera le même raifonnement fije prens d'abord +, £, &c. 
enfin une partie quelconque de 4, & qu'enfuite je prenne 
für tous les reftes à l'infini une partie du même nom, c’eft- 
à-dire , toujours ? , ou toujours +, &c. 

379: Donc a eft compofé d'une infinité, ou de moitiés; 
ou de tiers , &c. enfin de parties de même nom inégales & 
décroiffantes ; au lieu que fi on prend ces parties de même 
nom égales, a n’en a qu'un nombre fini, 

380. Si ayant pris d'abord, parex. ! 4, je prens enfüite ; 
‘du r‘refte, + du 2d,? du 3%, &cc. il eft clair que je pren- 
drai moins que les moitiés de tous les reftes, & par confé- 
quent quoique je prenne un nombre infini de parties de 4» 
je n'aurai pas pris a entier , que que je n'aurai pas pris tout 
ce qui étoit dans 4, mais feulement des parties moindres que 
celles qu'il pouvoit me fournir. En un mot, les divifions in- 
finies ne feront pas tombées fur 4 entier , mais feulement fur 
une certaine portion de 4, divifble auffi à l'infini, & n'auront 
pas touché à l’autre portion. 
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refte divifé par b; fera “ LE > 2 terme + & sb 
encore ôtés de a, le 24 refte fera 8 — 5 — tr 
2H tbe, 8e ce refle divifé par fera LE SÈÈS gme 
terme. 

Or le ai terme “ Ze, Le que raie 








386. On voit d'abord que cette Suite eft une progreffion 
géométrique dont + eft le 1° terme, & le multiplicateur 
perpétuel ou m ef 

387 Si, pour avoir la fomme de cette progreffion ; onmm 


ÿ applique la Formule + » on trouvera que 4 de la For 


= ,& n = 00, am" devient 











ls or b—1 étant infiniment petit par rapport 


= eft une grandeur infiniment pe< 











à 6 (241), Lx 


FF 
dite , qui par conféquent dans le numérateur de la Formule 


am" — a difparoît devant — 4 —— 2 Donc il ne 


rcfte que — + © divifé par m— 1, c'eft-à-dire — + + divifé 
‘ pa 
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part où — < divifé par , ce qui eft a, 
fomme de la progreflion ; comme on avoit trouvé par le 
feul raifonnement que cela devoit être. EE 

388. Il n’y a point de grandeur qui ne puiffe être expri- 
mée par uneinfinité de différentes progreffions géométriques 
décroiffantes : car la valeur de a ayant été déterminée, on 
peut donner à & une infinité de valeurs différentes, pourvu 
que à foi plus grand que a (385). 

Par sxemple; à a—2,&b— 3, onaura 
x: 


2,223 40,5, &c.— 2. 
37 8? 






Sib— 4, a étant toujours 


x2 9% MX Be. 
64 ‘256 





18 54 

rer = 2 
Er me &C: 

2,2 ,2, &c— 2: 


D'où l'on voit que # étant fuccefivement— $,—6, &cc. 
il ÿ aura une infinité de progreffions géométriques décroif- 








fantes dont la fomme fera = 2. 

389. Si à = 1, tous les termes qui fuivent le 1°° + 
+ ne font plus que TT - ñ étant fucceflivement 1, 
2933 &c. 

Par exemple, fib—2,;ona 


oo po go Ce 
Sib—3,ona 
4,5 
s's'aru 
Si—4,ona 
1 


9 27 Etes 
CRE = = 1 
Tr TTL &c. = î 








» &c. =: 
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390. Les progreffions, qui feroient les puiffances confé- 
cutives à l'infini d’une fraétion quelconque +; n’appartien- 
nent point à cette Théorie, fi ce n'eft quand n == 2 ; car 
hors de-là ce ne font point des Suites qui prennent toutes 
les paities de 1 felon l'art. 378 , mais elles prennent moins 
felon l'art. 379. Aufi a-ton vû dans l'art. précédent , que 
fi on a pris d'abord ? d'un Tout, il faut pour prendre le 
Tout, prendre enfuite }; #; &c. & non pas}; 5, &c. ce 
qui feroit la Suite des puiffances de + ; que fi on a pris 
d'abord :, il faut prendre enfüite 4,2, &c. & non 
2 4: On fait d'ailleurs par l’art, 372 , que la fomme des 
puiflances à l'infini de + eft — +: or = eft toujours 
une frattion, fi ce n’eft quand #— 2, ce qui fait que la Suite 
des puiffances de ?, dont la fomme eft — 1, entre dans la 
Théorie que noustraitons préfentement, & non pas les autres. 

391. Donc fi on a les deux 1‘* termes d’une progreffion 
géométrique infinie décroiffante , dont les deux numérateurs 
ne foient pas tous deux 1, elle n'appartiendra qu’à la Théorie 
préfente ; & l’on verra aifément quelle en ef la fomme. Car 





c’eft toujours a, c’eft-à-dire, le numérateur du 1“ terme + 
Mais comme la fraëtion + peut avoir été réduite , & par 


conféquent les autres, ainfi qu’elles le font dans le 24 exem- 
ple-de l'art, 388 , ou ?, £, &c. font devenus, ?, &c. on 
n'auroit plus 4, qui dans cet exemple eft 2, & la fomme de 
la progreffion : mais 1 paroîtroit être 4, & la fomme de la 
progreifon » & ilne l’eft pas. C’eft pour cela que la connoif- 

nce du-2* terme eft néceffaire aufli. Si le dénominateur du 
ad terme eft le quarré de celui du 1°", il n'y a point eu de 
réduêtion de fraétions, & par conféquent le numérateur du 
1'terme eff a, qui n'a point été changé, & c'eft la fomme 
de la progreffion. Mais fi le dénominateur du 24 terme n’eft 
gas Le quarré de celui du 1 il a eu une rédu@ton , 6 

ut chercher 4. Pour cela il faut voir quel eft le plus petit 
nombre entier , qui étant coëfficient de ce dénominateur dt 
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rogreffion dont la fomme foit =—1, & de ces progreffions 
il y en a une infinité (388 & 389). De même pour avoir 
lexpreffion de ?, +, &cc. il n’y a qu’à multiplier par 2 , ou 
par 3 » &c. tous les dénominateurs d’une progreflion dont la 
0 






fomme foit —= 1. Ainfi la progreffion 3" 


füffit pour tout. 

394 Toutes ces progreflions ayant un nombre de ter: 
mes == 00, & une fomme finie ; elles n'ont donc qu'un 
nombre fini de termes finis, & un infini d’infiniment petits. 
Donc telle eft la progreffion : , 3,4, &c. —. Or certe 

rogreffion eft celle des puiffänces confécutives de 2, que 
l'on a changées en fra@tions , en donnant à toutes r pour 
numérateur , ce qui a laiffé fini tout ce qui étoit fini ; & 
changé en infiniment petit tout ce qui étoit infiniment grand. 
Donc il n’y avoit qu’un nombre fini , mais indérerminable, 
de puiffances de 2 qui fuffent finies , & il y en avoir un 
nombre infini d’infinies. Et cela confirme par le calcul, & 
à pofleriori ; ce qui avoit été conclu à priori dans l'art. 228. 

395. Il ÿ a dans la Suite naturelle un nombre infini de 
termes finis , qui font fucceflivement les expofans de 2. 
Donc fuifque 2 n'a qu'un nombre fini de puiffances finies; 
il devier: infini lorfqu'il na encore pour expofant qu'un 
nombre fini, mais indéterminable. Denc il eft poffible réci- 
Proquement qu'un nombre fini beaucoup plus grand que 2, , 
mais indéterminable, devienne infini , lorfqu'il n'aura pour 
‘expofant qu'un nombre fini déterminable , comme 2, ou 
3 &c. & ce qu’on trouve ici poffible par une fuite du cal- 
cul , & à pofleriori ; on a prouvé à priori dans les att. 197. 
498, &e. qu'il exiftoit. : 
—, &c. plus # Æ° 
grand, plus le 1*terme eft petit, & en même témps moins 


396. Dans la progreffion 3. 





Es 


les autres font décroiffäns. Car 7 étant le multiplicatege : 
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399. Si entre toutes ces progrefions qui ont une fomme 
égale , on vouloir choifir celle dont les 4-premiers termes, 
par ex. approcheroïent plus de faire {a fomme entiere que les 
4 premiers de toute autre, il eft clair qu'il faudroit prendre 
Édie où  eft le moindre , &e par conféquent=— à ; bar C'ef 
celle dont les termes font les plus décroiffans & les plus in- 
égaux entr'eux (396), & par conféquent tous les termes qui 
fuivent les 4 premiers » étant plus petits , peuvent être négli- 
gés avec moins d'erreur, ou, ce qui revient au même les 
4 premiers approchent plus de faire la fomme entiere qu'en 
toute autre progreffion. Ainfi dans la progreffion !, 3,4; 
dès qu'on a pris ces 4 premiers termes , ona 1, & il nya 
point de progreffion pareille dont les 4 premiers termes ap- 
prochent tant de faire 1. ; 
400. Quoique dans ces progreffions, dont la fomme ef 
1, ou en général 4, il puifle y avoir üne infinité d'In- 
finiment petits d'ordres différens , inutiles à la fomme , 
faut ne tous les termes de la progreffion pour avoir a; 
parce que le nombre fini des termes finis qui feroient feuls 
utiles à la fomme eft indéterminable, & abfolument inconnu. 
401. Il n'eft pas befoin qu'une Suite infinie , pour avoir 
une fomme finie —4, foit une progreffion géométrique: 
car il eft clair qu’il peut y avoir une infinité d’autres manieres 
de divifer a telles que quelques termes étant moigdres ou 
plus grands que les correfpondans d'une progreflion géo- 
métrique , d'autres feront en récompenfe plus grands ou plus 
petits , de forte que tout reviendra au même. J'appelle ces 

Suites équivalentes à des progreffions géométriques. 

Maniere 402. fe puis ajouter tout d’un coup a à a, ce qui don 
dons me nera 24, de forte que 4, par un feul accroiffement, fera de- 
rare venu 24. Je puis auffi ajouter à 4 d'abord £ 4, enfüire en- 

nié core = 4, &c. ou en général + a, »# étant un nombre fini; 
gaie & a ne deviendra 24, qu'après avoir recu le nombre # 


eufer dr d'accroiffemens égaux. Mais fi j'ajoute à a d'abord < , en< 














“fuite à 4 ainfi accrû ES 2 enfuite à 4 encore accrû 
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Si je retranche toujours de 4, x ainfi croiffant , je n'aurai 
donc a — x = 4-— 4 == 0 , qu'après une infinité d’au- 
tresa—x*, où x aura pallé par une infinité de degrés, au. 
lieu que j'aurois eu 4 — 4 == 0, en retranchant tout d'un 
coup a de 4, ou par un nombre fini de degrés felon l’idée, 
de l'art. 382. Donc une grandeur finie, & en général (406) 
toute grandeur peut n'être anéantie que par une infinité de 
décroiffemens. 


408. Lorfque + ; en croiffant toujours felon la progref: 
fion décroiffänte +. ie 3 &c. a pañfé l'endroit de 


cette progreffion où finiffent les termes finis, il ne prend 
plus que des accroïffemens infiniment petits , & enfin ne 
differe de a qu’infiniment peu. Donc alors La différence des 
& de x, ou a — +, eft une grandeur infiniment petite, où 


409. Puifqu'alors x += 4,xeft—4, & ag—x 
—4— 8— 0. Mais ceta— 4 =— 0 n'eft pas le même 
que fi on avoit retranché 4 de 4 tout d’un coup, ou par un 
nombre fini de degrés, ce qui auroit auffi donné 4 — 4 =—%6. 
Dans ces deux derniers cas , 0 =— 4 — 4 eft abfolu, parce 
qu'on à abfolument retranché 4 de 4. Mais dans le cas de 
a—x=—a—a=0o, on prend x dans un état où il ne differe 
qu'infiniment peu de a; & où a—x 
Donc alors o eft relatif. 





g—=4—4=0 


410. Si l'on a une grandeur croiflante = , qui foit 
telle, parce que a étant conftant, x croit toujours , & tend 
à devenir — 4, & fi à La fin l'étant devenu , il donne 


=—#, cette grandeur + fera infinie, pourvu que x aït paffé 
par une infinité de degrés d'accroiffemenr. Car alors a — a 


= + (409), donc + eft 1 divifé par; ou co. 
411. Réciproquement fi on a une Suite de = terminée 


par 
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Donc en général tout oc" a un Elément immédiat dans 


l'ordre #— 1. Ainfi oo" a pour le fien oo" = 00° = 15 
©: pour le fien un oc de l'ordre de co, &c. & de plus fi 


n >1, 00" a dans l'ordre de co° 7" un Elément immédiat 


moindre que ©" ". 
413. Si on éleve oo" & fon Elément immédiat à la 


même puiffance +, l'Infini fera co **, & fon Elément mon- 


tera à l'ordren—1xx.Parex.fin—3,8&x—a;lln 
fini étant 00: , & fon Elément immédiat de l'ordre de co’, 
le 1° étant quarré fera 0°, & le 24 fera de l'ordre de ot, 
Sin étanttoujours —3, x=— 3, le cube de l’Infini fera oc”, 
& celui de l'Elément fera de l'ordre de oe°, &c. 


414: Si on tire la V quelconque d'un 00° & de fon 
Elément immédiar, l'un fera 07, 8 l'autre de L'ordre de 


œ 7. LE 

Tout cela s'applique de foi-même aux Infiniment petits; 
qui ne font que des Infinis renverfés. Ce n’eft que par rap- 
port à ces Infiniment petits que cette confidération des Elé- 
mens eft de quelque utilité, € 
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42$. Mais parce que nous ne pouvons pas diftinguer ces 
nombres produits entre 1 & 2 par des divifions = oc de 
ceux qui fone produits par la divifion — co , il vaut autant 
prendre tous ces inexprimables comme prodüits par la feule 
divilion —= 00, en foufentendant néantmoins qu'ils peuvent 
avoir été produits par différentes divifions infinies. 

426. Siun nombre fini eft poffible, & s’il doit être entre 
1 & 2 , il eft certainement un des exprimables ou des inex- 
primables, c’eft-à-dire , produit par une divifion quelconque, 
où finie, ou infinie. 

427. S'il y à une grandeur don quarré foit = 2 , elle 
eft entre 1 & 2, & par conféquent eft 1 + 25 n &t m étant 








deux grandeurs inconnues , & # < m. Or 1 + = —3 


donne l'équation nn + 2nm = mm , où nn + 2nm — mm 
== 0, qui felon les regles de l’Algebre ne peut être imagi- 
naire, & par conféquent il y a quelque grandeur dont le 
quarré — 2, 

Mais il ef impoffible que deux nombres finis exprimables 
foient tels que le quarré #n du plus petit, plus 27m foit égal 
au quarré mm du plus grand , ce que je prouve ainfi. 

out nombre plus grand que # fera n +-x. Il flut pari 


fuppofition que #° + 2nxn + x foit = n +», c'eft-à-dire 
3n°—anx—n" + anx xx, où 2n° — x". Or il eft im- 

ble que le double d’un nombre quarré fini exprimable 
(oit quarré. 

Donc (426) c'eft parmi les nombres finis inexprimables, 
ou produits par une divifion infinie , qu'il faut chercher le 
nombre dont le quarré— 2. 

428. Donc dans 1 + +, expreffion de la grande 
cherchée, il faut pofer »m — ©o , ce qui donne l’équationss 
+ 2n 00 — 00", qui ne peut être imaginaire, & où l'on 
voit que # ef néceffairement une grandeur infinie, car autre- 
ment l'équation fe réduiroit à oo — o , ce qui eft abfurde. 
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moindre que [autre de moins que + qui eft leur différence: 
Il s’agit donc de trouver les deux termes de la progreflion 
finie , entre lefquels eft Va. 

Si je fappofe Va—i+ +3 x étant un numérateur im 
connu, if eft certain que parce que Va—i+ = > & que 
‘cette fra@ion eftinexprimable, # Le fera auffi, & par confé. 


gent d étant exprimable ou commenfurable, ce fera x qui 
(era incommenfurable, & par conféquentil ne fera aucun des 
numérateurs de la progreflion finie , mais entre deux de ces 
numérateurs, qui tous different entr'eux d’une unité. Donc 
Lenumérateur de cette progreffion que x furpaffera de moins 
que d’une unité , fera le numérateur du terme cherché de la 


progreffion finie qui fera immédiatement au deffous de Va, 
& ce numérateur érant trouvé ; donnera celui du terme qui 


féra immédiatement au deffus de a. Donc tout fe réduit à 
trouver la valeur de x. 





Puifquer += Vasi+ re 4, cette équation 
fera toujours du degré n, & il n’y a qu’à la réfoudre pour 
avoir la valeur de x. 

Sin 2, ce qui rend l'équation du 24 degré, om a 
st AR, &x—— d+ Vadd 

En ce cas, ffa— 2 , & d— 96; c'eft-à-dire, fi on cher. 
che deux nombres commenfurables qui different de Ÿ2 de 
moins que de +, l’un en deflous, l’autre en deflus ; on trouve 


Vadä plos grande de moins qu'une unité-que 135$ , & par 
conféquent le numérateur du terme qui eft immédiatement 


au deffous de Va eft 135 — 96 == 39. Donc çe terme ef" 
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+ PA & celui qui eft immédiatement au deflus ; eft 1 
Fe =1+ £. D'où Pon voit que 1 + £ eft plus grand 
que V2 de moins que 3. 

Sia=— 5 le refte étant le même ; on trouveroit que v sdà 
eft plus grande de moins qu'une unité que 214; que par 
conféquent le numérateur du terme, qui eft au deffous de v. $5 
eft214—96 +118, que ce terme eft donc 1 +: 
‘+ À, & que Îe rerme qui eft immédiatement au deffus , eft 
2+ É D'où Pon voit que Vs eft plus grande que 2 + 

: 
L de moins que 2. . 

On voit par cet exemple ; que quand Va eft au deffus 
de 2 , la fra@ion qui s’ajoute à 1, contient un entier, ou des 


entiers ; ainfi qu’il le faut , & que la méthode l'emporte né- 
ceffairement. 

Si n— 3, ce qui donne l'équation du 3"° degré 
x + 3x d+3xd be o, on trouvera qu’en faifant 


évanouir le 24 terme par la fuppofition de x == y — d, le 
3% terme s’évanouit auffi dans la transformée , qui fe réduit 


ay" ad. Donc ÿ—vadi. Donc x —=Vad — d. 
Encecas,fia—2, &d— 96, V2 eftentre 1 + F2 
&i+i. 
Sin — 4, on trouvera qu’en faifant évanouir le fecond 
terme de l'équation du quatrieme degré , le 3"° & le 4° 
s'évanouiront auffi, & qu'il viendra x == Vad"— d. De 


forte que pour Va en général, on a x == Vad"— d. 
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entre toujours dans l’expreflion de 1 + +==Va; que par 
conféquent on fait un cercle vicieux, & que l’on n’avance 
point. Il eft même vrai, & cela doit être, que 1 + # ; par 
la valeur que nous donnons à x, ne fe trouve que Va; car 


D M M 5 Va 














—1=Va. Mais il faut remarquer que ce n'eft pas Va que 
lon cherche, on ne doit & on ne peut jamais la trouver au- 


trement exprimée par Va. On cherche deux nombres com- 
menfurables entre lefquels elle eft. Il eft vrai que pour les 


trouver, il faut laiffer Wad” — d fous cette forme, & ne 


Ja pas prendre fous l’équivalente dVa— d. La rain en 
eft claire, s 
Confidéra- 442. Si l'on conçoit toutes les V2 , qui font autant d'in- 


sim de Re- commenfurables , difpofées de fuite entre 2 & 1, elles forme. 
cinesqueleon- : 


ge“ mm ont la Suite 2%, 27, &c. 2% , dont les termes auront 
toujours un rapport géométrique décroiffant , & par confé- 

gen tendront à l'égalité. Donc l'intervalle entre 2 & r fera 

livifé en une infinité de parties décroiffantes , & comme il 

eft Fini, cette infinité de parties ne pourront pas être Finies, 

mais elles feront, ou toutes Infiniment petites , ou les unes 

en nombre fini Finies , & les autres en nombre infini Infini- 


ment petites. Or il eft bien clair que 2*, 27, 2%, &c. ont 
des différences finies, & par conféquent divifent l'intervalle 
en parties finies , donc l'intervalle eft divifé d’abord en un 
nombre feulement fini de parties Finies , & enfüite en un 
nombre infini d’Infiniment petites. 

443. Donc il y a un nombre infini de V2 qui n’ont de 
Tune à celle qui la füit , que des différences infiniment peti+ 
tes, & miême toujours décroiffantes. 
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‘444. Donc le nombre fini de V2 ; qui ont des différences 
finies; doivent être celles dont les expofans font Finis dé- 
terminables , & celles dont les expofans font Finis indéter- 
maimbles ou oc , auront les différences infiniment petites. 
Cela ef vifible. 

445. Puifque c’eft l'intervalle entre 2 & 1 qui a été ainf 

di vifé,la derniere partie de cet intervalle eft infiniment petite. 


IDoncä la fin de la Suite , 2® = 1, ce que l’on favoit déja 
ailleurs. 


Et même toutes les V infinies de 2 , ou les 2% qui ne 
Tout éloignés de 1 que d'un nombre fini de termes de cette 
Suite, font encore confondus avec 1, puifqu'ils n’en different 
‘que d'un nombre fini de différences infiniment petites. 

446. On en doit dire autant des V3 toutes comprifes 
€ntre 2 & 1, & même des v de tout nombre », quoiqu'elles 

ne foient pas toutes entre 2 & 1, car elles feront toujours 
entre n & 1 , & cet intervalle étant fini, le raifonnement fera 
toujours le même, feulement cet intervalle fera divifé en par- 
tes plus grandes, tant Finies qu’Infiniment petites, ce qui 


rendra toujours # © — 1, à 
447. Toutes les V2 étant difpofées entre 2 & 1, fi l'on 
Conçoit les V3 difpofées dans ce même intervalle , elles ne 
Peuvent, parce qu’elles font toutes différentes des v 2 ; fe pla- 
Cer que dans Îes intervalles que les V2 laiffent entr'elles, &c 
par à on voit que tant que les V2 & les V3 ont des expofans 
finis décemimbles, les unes fe’placenc dans des intervalles 
finis que les autres laiffent entr’elles, & que par conféquent 
elles ont les unes aux autres des différences finies , après quoi 
elles n'en ont plus que d'infiniment petites , & que toutes les 
V2 & V3 fe confondent dès qu'elles n’ont plus des expofans 

{finis déterminables. 

448. Donc aufli à mefure que leurs expofans Finis dé- 
terminables augmentent , elles approchent davantage de fe 
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confondre , ou d'être égales. Par exemple, Va & V3 ap- 
© prochent plus de l'égalité que Ÿ2 & V3, & moins que Va 


D 
&v3 é 

449. Il en ira de même des incommenfurables qui ne 
feront pas tous compris entre à & 1, tels que font les V4 & 


les V5 , &c'en général des Vn & Vn + 1, n étant un nombre 
fini quelconque; car les intervalles entre »# où #n + 1&1 
feront toujours divifés de la même maniere , mais feulement 


en parties plus grandes (446). Donc en général les Vn 


&Vn + 1 approchent d'autant plus de l'égalité, que l'expo- 

fant dé la V étant le même de part & d'autre ; eft Plus grand. 
450. D'un autre côté, plus n eft grand, plus » & #1 

approchent de l'égalité, & par conféquent auffi leurs y d'un 


même expofant. Donc v# & Vn + 1 approchent d'autant 
plus de l'égalité , 1° que leur expofant étant le même eft plüs 


grand, 2° que mueft plus grand. Par exemple ; Va & V3. 
approchent plus de l'égalité que Va &V3 ; mais moins qu 
V3 & V4 

Cela vient évidemment de ce que , quoique l'intervall== 
entre » ou # —- 1 & 1 foit divifé en de plus grandes parieæ= 


à mefuré que » eft plus grand , les Vn & les Vn 1 fonss 
plus proches chacune de celle du même nom à mefure quer— 
eft plus grand; & par conféquent le plus de grandeur de l'in 
tervalle qui éft entre » ou # + 1 & 1 n'empêche nullemen_— 


le plus de proximité des Vn & v# — 1 du même nom. 

Nous n'avons comparé que des v de même nom de noræ- 
bres confécutifs , parce qu'on ne pourroit comparer qu € 
beaucoup moins exaétement des v de différens noms, & de 

nombres 
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que le nombre des termes qui ont une différence infiniment 
petite à 1 , & le nombre des termes qui y ontune différence 
finie , étant tous deux infinis dans l’arithmétique ; le nombre 
feul des termes qui y ont une différence infiniment petite à 13 


œ 
foit infini dans la géométrique. Or les 2 & étant desnom< 
bres finis finiment différens de 1 , ils font cependant inex- 
primables ; & par conféquent ont tous les caraëteres d’Inx 
commenfürables.  * 

458. Ces Incommenfurables ne font pas comme les V2 
des v finies de 2, mais des v infinies de 2 élevé à quel 
puiffance infinie moindre que la v. Ils font déterminables 
en ce que , comme les v’2, ils appartiennent au nombre dé- 
terminé 2 : mais ni la dénomination de la V qui les exprime 
n’eft déterminée comme dans les V2 , ni la puiffance dont on 
tire cette V ne l’eft; & par tout cela ils font d’une efpece 
différente des V2. 

459. On peut remarquer ici en paflant , que la fomme 
de La progreffion arithmétique infinie comprife entre 1 & 2 


2+ 2x2 Æ,& 














fera(77)2+5-x00x 
ue par conféquent elle fera à la fomme de la Suite infinie 
des Dai, qui eft— 00:: 3.2. Ce qui vient de ce que 
cette progreflion a une infinité de termes plus grands que 1; 

& plus grands d'une différence finie 457). 
a fomme de la progreflion géométrique correfpondante. 





fera . Or2 — 1e 





une grandeurinfiniment petite ( 351), ou o relatif. Donc 
=}, grandeur infinie (338). Cet : n'eft pas abfo- 








lument = © , car la progreflion géométrique ayant tous 
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- 467.-A plus forte raifon deux grandeurs de cette efpece 
auront-elles un rapport fini qui ne fe pourra jamais exprimer 


ni déterminer. Tél fera le rapport de la fomme de 2x à la 
É - oc & 
foinme de 1. C'eft peut-être celui de 3% à 2% , © 
étant le même de part & d’autre. 11 fuffit de voir par-là qu'il 
peut y avoiruneiafinité de rapports finis de grandeurs finies 4. 
qui par leur nature feront éternellement hors de la portée de 
FEqrie humain, À 
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droite, enfuite à ma gauche , j'aurois o, 1 , 2, &c. j'ufqu'a 90 
pour les arcs qu'il patcourroit à ma droite, o étant le point 
où le demi-Cerqle couperoit l'Horifon ; après quoi j'aurois 
our les arcs à ma gauche — 89 ,&c.— 2, —1,0,cat 
fans cela les deux efpeces d’arcs n’auroient nulle diftin@ion. 
De-h il fuit que l'idée du pofitif & du négatif ajoute à 
telle desgrandeursqu’elles foient contraires en quelque chofe, 
camme dans les deux exemples rapportés les nombres font 
contraires par la pofition des grandeurs qu'ils repréfentent. 
470. Toute contrariété ou oppofition fuffit pour l'idée du 
ofitif & du fégptif. Si, par ex. 43 3 2, 1 ; repréfentent le 
Bien ou le Fonds d’un Homme qui diminuetoujours ,—14 
— 2, &c. repréfenteront fes Dettes qui augmenteront. Et 
en général , fi a eft un Fonds, une élevation du Soleil, &c. 
— a eft une Dette , ou un abaiffement du Soleil , &c: 
471. Donc toute grandeur poñitive ou négative n'a pas 
feulement fon être numérique ; par lequel elle eftun certain 
nombre, une certaine quantité , mais elle a de plus fon être 
JPécifique; par lequel elle eft une certaine Chofé oppofée à 
me ae fe it 
e dis oppo une autre ; car Ce n’eft que par cette oppo: 
fition que prend un être fpécifique ; &c fon lui en dune 
noit un qui ne lui apportât aucungoppofition à une autre 
grandeur , elle ne conferveroit aucun caraëtere d'être fpécifi- 
que, & ne feroit confidérée que felon le numérique. Ainf 
quoique des degrés de Viteffe appartiennent à une certaine 
Chofe, qui eftune Vitefle, ils ne font point fufceptibles de 
l'idée du pofñitif & du négatif, parce que la Vitefle , entant 
que Viteffe précifément , n'a rien qui lui foit oppofé > non 
même la Lenteur , qui n’eft qu'une moindre Viteffe, ni le 
Repos ; qui n’eft qu'une Vitefle devenue nulle, ou: infini+ 
ment petite. é 2 ’ 
472. Donc toute grandeur n’eft pas fufceptible de l'idéæ- 
du pofitif & du négatif, & celles qui le font peuvent êtres 
aifément reconnues par l'oppolition fpécifique qu'elles au 
aont à d'autres. 





Comment 


ne Suite de. 


‘vient de pa 
tive négati- 
we. 


grandeurs né. 


FA 
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ayantrendu «1, l'arendu incapable d'être élevé ou abaiffé 





par des puiffances. De même puifque a ®—1,a © 
aufi— 1. Eteneffera ©: 





_ 

284. Donc a —4==1 , foit que ofoit abfolu ow 

relatif. S'ileft abfolu, on vient dé le voir Las l'art. précédent, 
CREER 

& fio eftrelatif, a —4 © —1. 

485. On voit fuffifâmment par le 1° exemple de l'art 
469, qu’une Suite de grandeurs peut devenir de pofitive 
négative , & qu’elle pañferoit du PoRiE au négatif par o , que 
de même dans le 24 exemple elle pafferoit du politif au né- 
gif par 90 , c'eft-à-dire , que dans le 1°".exemple , o étant 
le point de l'Horifon où le. Soleil feroit dans le plan de ce 
Cercle, il ne feroit niau deflus, ni au deffous , & par confé- 
quent f pofition ne feroit ni poñitive ni négative, & dans le 
24 exemple elle ne feroit non plus ni l’un ni l'autre, parce 
que le Soleil étant à 90 , ne feroit ni à ma droite ni à ma 
pre 3 mais fur ma tête, D'où l'on voit en général que dans 

les Suites qui deviennent de poñitives négatives ;, le pañlage 
du poñitif au négatif fe fait pat quelque rerme qui n'eff ni 
lan ni l'autre ; ou fi l’on veut, qui‘eft l'un & l'autre en même 
temps. Car o n'eft ni pofitif ni négatif (476 ). mais on peut 
‘bien concevoir que 90 foit la derniere des grandeurs pofti- 
yes , & la premiere des négatives en même temps. Ces deux 
idées , quant à préfént ; reviennent au même. 

436. Il eft clair que ce que 90 eft dans l'exemple qu'on 
avoit pris ; tout autre nombre le fera dans d'autres exemples 
ou d'autres cas, & que l'Infini même le pourra être. Donc 
en général pe Des nombres Finis & l’Infini font des 
termes par où des Suites de grandeurs peuvent pañler du 
fitif au négatif # P rate Lu 


Caleul des 487. Il fe trouve pue calcul, que les opérations que 


Ton fait fur les grandeurs négatives font les mêmes qu'on 
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contradiétion , & on les oppofe à toutes les autres qui font 
Réelles. Donc — #* pris pour quarré eft imaginaire , mais 
pris pour plan il eft réel (493). Donc il peut devenir réel 
ou imaginaire felon Le fens où il fera pris. 


495. Si l'on dit V7 — 4° , on détermine néceffairement 
— a: à être pris pour un quarré , puifqu'on lui fuppofe 
une. Donc” — 4 eftune grandeur entierement déter: 
minée à être imaginaire, & ce font celles-là feules auxquelles 
on donne ce nom abfolu , parce qu’elles ne peuvent être 
réelles en aucun fens. 


496. Il y a deux manieres felon lefquelles — 4* nef 
point quarré (492) ou eft quarré imaginaire. Donc ila 


deux W imaginaires , dont chacune répond à chaque maniert 
dont il peut être formé fans être quarré. 


797. Toute grandeur qu'on affe@é de” eft prife pout 
un quarré. Donc fi cette même grandeur eft affeëtée du 


figne —, comme V—4,ouV” — 4", » étant un non 
bre indéterminé, c’eft une grandeur imaginaire. 


* 498. Toute V dont l'expofant eft pair eft une ÿ. Alf 


VW de, V de V', &c. Donctoute v paire d'une 
grandeur quelconque négative eft imaginaire. 


499. Il y a deux manieres felon lefquelles at eft quart - 
(490) comme il y en a deux felon lefquelles— a? nel 


point. Donc comme — #* a deux V” imaginaires (456)> 
a en a deux réelles , qui font a & — 4. 


D'où vis- oo. Quoique l’on eût formé le quarré 4° , en ne pré 
sn Re nant a que pour un pur nombre , auquel cas il femble quil 
mêlls se ne devroit avoir que a pour V ; la feule poffibilité d’une autt 
des Imaginsi. formation qui auroit été faite fur — 4, donne un quarréé 


re une 24 y. Et de même les deux manieres felon lefquelles 








482 ELEMENS DE LA GE'OMETRIE 
grandeursimaginaires ; fi x croît , & au contraire, fi x décroit: 
$13: x peut même croître jufqu’à l'infini, ou décroître 


jufqu'à zero ; ce qui donnera V”— co ; ou V” — 0 ; gran- 
deurs encore imaginaires. 
$ 14 On peut même concevoir qu'à l'exemple de la Suite 


2, 1503—13— 2 &e.V — 0 étant pofé pour terme 
commun, il y aura d’un côté des ÿ” — x pofitives décroif 


fantes, qui y abouriront, & de l’autre des —1” — x néga- 
tives & croiffantes, qui en partiront , de forte que les gran- 
deurs imaginaires qui ne font telles que par l'impoffbilité de 
l'être fpécifique qu’elles renferment , prendront elles-mêmes 
un étrefpécifique;maiscelane laiffe pasd'étreaiféaconcevoir. 

$1$. On a pris fouvent dans cette Seétion pour exemple 
de grandeurs fpécifiquement oppofées ; des Fonds & des 
Dettes , à caufe de la briéveté de l'expreffion. Mais on voit 
affez que les mêmes chofes s'appliqueroient aux élevations, 
ou abaiffemens du Soleil par rapport à un Terme commun ; 
& comme ces grandeurs n'ont d'autre être fpécifique que 
leur pofition par rapport à ce Terme, il faut comprendre 
dans tour ce qui a dé dir, les grandeurs qui n'auroïent que 
cette forte d'être fpécifique , & plus généralement encore, 
toutes celles qui en auroient un, quel qu'il fût. 

516. De plus; pour ne confidérer que des grandeurs vé- 
titablement négatives, nous avons fuppofé qu’elles euffent le 
figne— abfolu, ou parelles-mêmes, originairement, & fans 
aucune fouftradion ; comme des abaiffemens du Soleil fous 
l'Horifon,comparés aux élévations.Cependant fi de 2 degrés 
d'élévation du Soleil , j'en ôtois 3 ; J'aurois — 1 qui fe 
roit un degré d'abaiffement , & ce — ; me feroit venu 

une fouftraction. Mais il eft clair que cette fouftraétion n'eft 
pas néceffaire pour donner à un degré d'abaiffement le figne 
— , & qu'il l'auroit eu par lui-même, & par fon oppofition 
fpécifiqueàun degré d’élévation. C'eftcelamême,c'eft-à-dires 
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cette fouftra@tion , non pas néceflaire , mais poffible , qui a 
fait confondre les grandeurs négatives avec les retranchées. 
517. De-l il fuit que — 1 ne feroit plus une grandeur 
véritablement négative, s’il venoitnéceffairement de quelque 
fouftraétion ou opération équivalente , quoiqu'il eût le — 
abfolu. Ainf fi on divife 3 par — 3, on a — 1, quin'eft 
plus une grandeur véritablement négative ; où qui renferme 
dans fon idée quelque être fpécifique , & le— abfolu fignifie 
feulement que cette grandeur vient de la divifion d’une gran- 
deur pofitive par une négative. Alors — 1 n'eft pl qu'un 
pur nombre qui n’eft que 1 , & le — quine fignifie rien , ne 
doit plus être d'aucune confidération , à moins que — 1 ne 
doive entrer dans quelque calcul , auquel cas le — doit être 
confervé ; parce que dans Le calcul le + & le — fe traitent 
différemment, & que — 1 doit porter le caraétere du calcul 
qui l’a produit. 
518. Donc pour juger fi une grandeur qui ale — ab- 
folu eft véritablement négative, il faut avoir égard & à fa 
nature, & au calcul qui peut l'avoir produite. 





— 
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Ve Fin : re 
AS que germe de € ae prof géoi grique grelaVr 
jui donne! \ nouvelk prog s® 1e =! 
LL + 2 
AE , &C: w 21) ef chair que t fes 
gant , fa fo e fera Yordse de 27° 
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526. Puifque cette Suite eft une progreffion géométri- 
,que , fes différences font aufli en progreffion, & en même 
progreffion. Donclestermesdelaprogreffion principale étant 
croiffans , & rous du même ordre , les différences de ces ter- 
mes font croiffantes , & routes du même ordre. Et puifque 
la fomme de ces différences eftr—1, c'eft-à-dire1,fin—2, 
2, fin — 3, &c. certe fomme ne peut être que. celle d'une 
infinité de différences toutes de l’ordre de" 3» mais en même- 


tems , parce que les différences de ces füites font croiffan- 
tes, & que par conféquent la différence de 5 à à Fe, 
par ex. eft plus grande que celle de ns ànx , n = of 
riment peu différent de oo ses eftplusdifférent que de 
= ñ & à plus forte raifon 5 — 1 ft plus différent de 1. 
quen 7% — 1 n'en eft différent, ce qui revient à l’art. 263. 
527. Si on donne à n les différentes valeurs füccelfives 


23 35 49 &c. on voit que dans les progreflions 1,2% 3 


20 40 , 8 1, 32 30 9,81, 40, 


42 — 16® , &c.les différences toujours infiniment peti- 
tes, & de l'ordre de + S dans chaque progrellion 3 font tou- 
jours plus grandes d’une progreffion à l'autre , & en effet la 
fomme en eft toujours plus grande, puifque dans la 1° elle 
eft 2—1, dans la 2% 3 —1, dans la 3" 4—1,&c. Donc 
à mefure que » eft plus grand , >Les différences d'une progref- 
fion à l'autre font plus grandes. Donc fi enfin #n — 00; 
… les différences deviendront infiniment plus grandes qu' 'elles 


n'étoient, c'eft-à-dire finies. Or alors on a+ 1. © © 
: œ 





co ® , &c. 00% — 00. Donc la différence de an à 
eft finie, comme on l'a toujours trouvée. 
à Aaï 
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528. Quoique cette derniere progreflion n'appartienne 
pas à la confidération préfente , parce qu'elle a des termes de 
deux ordres , elle y eft amenée par l'analogie qu’elle a avec 
toutes les précédentes où # étoit fini, & on y peut remar- 
quer que comme elle a des termes de deux ordres, au lieu 
que les autres n'en avoient ae d'un, auffi a-t-elle des diffé- 
rences de deux ordres, de Finies , & d’Infinies (310). 1] eft 
même impoffible que la progrelion des différences ait des 
termes de plus de déux ordres, puifque la progreffion princi- 
pale n’en a que de deux ordres. De plus la progreffion des 
différences doit avoir à fon origine des différences finies 
(527); & pe conféquent les autres feront infinies. 
529. La Formule de la fomme de la progreffion géomé- 
trique donnera pour toutes ces progreflions ; où 4— 1,m 


ou le multiplicateur perpétuel =» % , le nombre des termes 


—%; la fomme —— . Parexemple, fin 2 ; c'eft-à 








dire, fi la progreffion eft 1 , 2%, 2®, &c. 2, la fomme 


ef Or2® —1— 2 (351) Donc la fomme 








eft rx 00 — où. Sin 3 ; la fomme eft—— — 2 
Pa 

x©0 , & ainfi des autres , d’où il fuit que les fommes aug< 

mentent toujours par les coëfficiens 1, 2, &c. qui multi- 

plient co. Mais il faut prendre garde que dans ces deux 

exemples ; & par conféquent dans les autres ; co affeëté des 

coëfficiens 1, 2 ; &c. n'eft pas le même. Car la différence 


de Fordre de + qui eft entre 3% & : eft plus grande que 


celle du même ordre qui eft entre 2% & 1 (351), & par 
conféquent elles ne doivent pas être exprimées par lé même 
> mais la plus grande par +, & l'autre par, d'où il 
fuit que la fomme de la progreffion où n— 2, étant 1 x 0; 
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grande de l'ordre de —+. , routes décroiffantes, dontlafomme 


CH 


eftoo® — 1, eft finie, comme on l'a toujours trouvée, 
mais très-petite. 
532. Je fuppofe les différences continuement croiffantes 
ou décroiffantes, comme j'ai fuppofé les Suites continuement 
-croiffantes. 11 fuit en général ge tout ce qui a été dit, que 
. les Suites originairement formées de termes Finis, ne fortent 
oint de l'ordre du Fini , fi elles n’ont que des différences 
infiniment petites, foit croiffantes , comme celle de l’'Ex. 2, 
foit décroiffantes,comme celle de l’Ex. 3, ou fi, comme celle 
del’Ex.1, elles n’ont qu'un nombre Fini de différences finies, 
foit croiffantes , foit décroiffantes , car dans tous ces cas la 
fomme des différences ne peut être d'un ordre plus élevé que 
le Fini, & par conféquent le dernier terme, qui moins le 
premier eff certe fomme , ne peur être que Fini. 

533. Et comme l’art. précédent comprend toutes les ma- 
nieres poflibles, dont une infinité de grandeurs peuvent ne 
faire qu'une fomme finie , toute Suite qui ne fort point de 
Tordre du Fini eft dans quelqu'un de ces cas , & récipro- 
quement. 

Théorie ge 534 Mais quand des Suites infinies s'élevent de 1 à co; 
nérale pour où en général à oo" ,-il n'eft plus vrai que leurs fommes 
free, de, foient toujours de l'ordre fupéricur à celui de leur dernier 
Suites æoif. terme , & il s'agit de favoir de quel ordre elles feront. 
Jantes, qi Une Suite croiffante ne pur jamais avoir une fomme 
Fm à en moindre, quant à l’ordre & à la grandeur, que lorfque fon 
que dernierterme feul ef fa fomme , & elle n’en peut jamais avoir 

une plus grande, quant à l'ordre, que quandelleeft de l’ordre 


deco" ; mais alors cette fomme eft moindre, quant à la 
grandeur ,queoo"*", ou, ce qui eft le même, elle ef= 
co" T" affe@té de quelque coëfficient qui le diminue , ca 


| pourêtreoo"*" fans coëfficient qui le diminuêt, il faudroie 
que la Suite ne für formée que d’un nombre oo & de oo" , ce 
qui eft contre la fuppofñition. 
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Soient les quatre nombres1, 2, $ , 1 3, dont les différences 
font 1, 3,8. Non-feulement elles font abfolument croiffan- 
tes , mais elles le font relativement , ou felon une plus grande 
raifon que lesrermes , car 3 , la 2" de ces différences, a un 
plus grand rapport à 1 qui en eft la 1°, que 2 , le 24 des 
termes à 1 qui en eft le 1“. De même 8 a un plus grand 
mppons 3 que s à 2. Ces différences font abfoluent & 
relativement croiffantes. 

Soient les quatre termes 1 , 3 , 6, 10, dontles différences 
font 2, 3,4. Îl eft vifible qu’elles font croiffantes felon une 
moindre raifon que les termes. Elles font abfolument croif- 
fantes, & relativement décroiffantes. 

539. Puifqu'il y a des différences abfolument croiffantes 
& relativement décroiffantes , à plus forte raifon y en at-il 
qui foient abfolument conftantes & relativement décroiffan 
tes. Telles font celles de toutes les progreflions arithméti- 
ques croiffantes. 

540. De même , puifqu'il y a des différences abfolument 
croiffantes & relativement décroiffantes , à plus forte raifon 
y en a-t-il qui foient abfolument croiffantes , & relativement 
conftantes. Telles font celles de toutes les progreffions géo- 
métriques croiffantes ; car elles font toujours en même raïfon 
que les termes. 

s4r. Il eft certain que les Suites à différences abfolument 
décroiffantes auront de plus grandes fommes que celles à 
différences abfolument & relativement croiffantes , & que ce 
feront là les deux genres extremes de Suires par rapport à la 
grandeur des fommes. Ainfi entre ces deux genres il s'en 
Placera un moyen qui fera des Suites à différences abfolument 
croiffantes & relativement décroiffantes. Elles auront des 
fommes moindres que celles du 1‘ genre, & plus grandes 
que celles du 3". Car par rapport à la grändeur des fommess 
le décroiffement relatif des différences doit faire moins d'effet 
que le décroiffement abfolu , & plus que l’accroiffement ab- 
folu. 11 eft aifé de s’imaginer ces trois genres ainfi rangés, 
1, Suites à différences abfolument décroiffantes. 2 , Suites à 

- différences 
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B ; 

même 60® > 3%, &c. Enfin le penultieme terme de G 
Se + 

et ©, car le dernier terme oo eft à ce penultieme 


#=® ,1, ce qui donne pour ce penultieme 2 — 
œù 
©: 
C2 LE Le penultieme terme de 45 oi © 


donc il eft moindre que le penultieme de G , ou tout au ju 
égal. Donc jufque-là tous les termes moyens de 4% font 


moindres que ceux de G, donc la fomme de 4% moindre 
que celle de G. 

$54. Toutes nos comoiffances exaétes & completes ne 
roulent qu'autour de 4, & tout ce qui eft analogue à G 20% 
échappe pour la plus grande partie. 

Ordre des 555$. donfidésons maintenant toutes les Suites poribles 
Lomé Le comprifes entre 1 &co*, & toujours compofées d’un nom- 
prifes ets bre de termes — 00. Sclon la Théorie préfente , il y aura 
16 œ* une progreflion arithmétique qui aura une fomme de l'ordre 

de co", & la plus grande fomme poflible entre toutes les 
Suites à différences croiffantes; & il y aura au deffous d'elle, 
dans cette même efpece de Suites à différences croiffantes, 
une progreffion géométrique qui n'aura une fomme que de 
l'ordrede co". ans lpluspandoetote celles de cos 

La progreffion arithmétique eft + 1. 1 + 00 — 00 
200. "300 &c. co x 00 = 00", La géométrique eft + 

CPE TET 10 

Ë — 00%. © © .00 © , ic. O0 © = 00" 
La fomme de l'arithmétique eft 2°, & celle de la géomé- 


\ trique 














n 
œ 


Puifque co ® = 1 + 2, x étant un Fini indéterminablé 
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Suites come 
drifs entre 


1607" 


déterminables , fe font toujours d'autant plus approchées de 
la fomme de la progreffion géométrique que n fini a été plus 

rand , jufqu'à ce qu'enfin # étant =— © , ces fommes foient 
Evenues égales à celle de cette progreflion. En effet on a 


vû dans les 4” qu'à mefure que n étoit plus grand , les fom- 

mes étoient "+" divifé par un plus grand nombre (227), 
À FRS nti 

ce qui approchoit toujours de plus en plus ” deco", 


566. D'un autre côté les fommes des progreffions géo- 
métriques comprifes entre 1 & 00", ayant été pour #1, 


x00, pourn==2, %, & enfin pour 00 , 00% , on 


voit qu’elles ont toujours dû être le dernier terme de la pro- 
greffion multiplié par un même nombre, & divifé d'abord 
par un nombre beaucoup plus petit que ce multiplicateur; 
mais croiffant , de forte que le divifeur eft enfin devenu é, 

au multiplicateur. Ainf ces fommes ont toujours été des 
finis plus élevés , mais décroiffans chacun dans fon ordre, 
Tous ces décroiffemens de fommes dans leurs ordres vien- 
nent, felon ce qui a été dit ici affez fouvent , de ce qu’il y 
a eu toujours moins de termes utiles à la fomme. 

567. Entre 1 & o0® eft encore la Suite 4® , 1% ,2®, 
3% , &c. 00® (228 ). Il faute aux yeux que les différences. 
de fon origine qui font les termes mêmes, 2®, 3, &c 
étant plus grandes que oo , oc? , &c. (235,239), diffé 
rences correfpondantes de la progreflion géométrique, #8. 
doit être au-deffus de certe progreflion , & fa fomme plus 
grande , & c’eft auffi ce qu'on a trouvé (145). 

268. Soient maintenant les Suites infinies comprifes en- 
tre 1 & 00". Sin—— 2, ce qui eft ici fa moindre valeur 
poffible, on a la + 1. 1 + 14 2 + LS 


œ C2 œ 








&c.1 += 1 Ho — 


L Eth = 1 oo 
Æ Et 
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es es en FE £ 
00 ® — 00 ®,00 1% ,&c.001® — 00”. La fomme 
z & 
3 


de La 1% eft 2, & la fomme de la aie ©, La fomme 





CE 
de la 1°° eft de l'ordre le plus élevé qu’elle puiffe être ; car 
elle eft de l’ordre de 0° — 00° T"; or nulle Suite ne peut 
avoir une fomme d’un ordre plus élevé que celui qui eft im: 
médiatement fupérieur à fon dernier terme. 
La différence conftante de la progreffion arithmétique ef$ 
infiniment petite, puifqu’elle eft =, & la 1" différence de 


œ 
la progreffion géométrique eft encore plus petite par la nas 
ture de ces deux progreffions. Doncil n'y a entr'elles aucune 
Suite originairement formée de termes Finis dérerminables, 
& qui par conféquent auroit des différences finies. Donc 
toute Suite de cette nature eft au-deflus de la progreffion 
arithmétique, & a une plus grande fomme. Or elle n’en peut 
avoir une d'un ordre plus élevé ; donc elle l'a feulementplus 


grande dans l'ordre de co, 
Eneffetonatrouvé(25 8) que #, qui eft 1°, 2° 3 &e. 
00", & qui a des différences finies , aune fomme plus grande 
3 


que. Auffi 4" at-elle des différences abfolument dé. 
croiffantes ; comme l’on verra aifément, car les V commen: 
furables confécutives , telles que v'1 , V4 , V9 ; &c. n'ayant 
‘toutes que 1 pour différence , cer intervalle ef toujours par- 
tagé en un plus grand nombre de parties par les V incom- 

menfurables intermédiaires. 
$69. Il en ira de même des Suites comprifes entre 1 & 
oo? , dont la eft 1.15 1 +5, &c. 1 + 

; 


5 
œ œ 


a Es s 2 
== 00’. Etla-reft 1, 001%, oc , &tc. 00 1 
Ccij 


8...[8 
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E: pe: conféquent felon la Théorie préfente, la fomme d'une 
Simeinfinie dePolyzones quelconques fera de l'ordre desc". 


£o effet, il eft démontré dans l'art. 10, de la 24 Edir 
eV'Efas d'Analyfe far les Jeux de Hafard que la fomme d'an 
nombre quelconque de nombres Polygones quelconques eft 











2e HE, en prenant a— 1 , s'il s'agit des Trian- 
Jaires , a: 2 pour les quarrés , a=— 3 pour les Pentago- 





nes, &c. & n étant le nombre des termes, dont on cherche 
Ja fomme. 


D'où il fuit que fin —00 , 
La fomme infinie des Triangulaires eft .. . 22°, 
des Quarrés ....... SES 
des Pentagones ....., Le, &e. 


573. Toutes ces fommes font en progreflion arithméi- 
que » aufli-bien que les derniers termes des différens ordres 
confécutifs de Polygones rangés de füite , & même que tous 
Jeurs n° termes ; comme il fera aifé de le voir. 


$74. Les multiplicateurs des fommes , toutes de lordr= 
de 00" , des Polygones finis , augmentent toujours, leur di- 
vifeur demeurant le même , parce qu'à mefure que ces Poly- 
ones font plus grands , les Suites ont un moindre nombre 
LA termes Finis , & un plus grand d’Infinis. Et comme ces 
Polygones ne paffent point oc, ils n’ont des Infinis quede 
deux ordres , & tous utiles à la fomme. 


575. Si entre les deux extremes d’une Suite de Polygo- 
nes Hinis quelconques , un fair une progreffion arithmétique 
d'anmême nombre de tefés,on trouvera toujours à fomme 

plux pranele que celle de la Suite de Polygones,& même dans 
le rapport conflant de 3 à 2. Auffi les Suites de Polygones 
sale des ditlérencesabfolument croiffantes, quine font 


quereluivement décroiffantes, Et pareillement une pogré 
one ion 
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femmes des Figurés font décroiffantes de grandeur, parce 
que le nombre de leurs différens ordres eft croiffane. 

579. Par la formation des Poligones & des Figurés, les 
différences des uns & des autres font croiffantes dans chaque 
Suire,& plus croiffantes dans une Suite que dans l'infénieure, 
mais beaucoup plus croilfante dans une Suire de Figurés que 
dans une Suite correfpondante de Poligones, excepté la Sui- 
te des Triangulaires ; qui eft en même temps Suite de Pol- 
goncs & de Figurés. Cette confidération des différences 
poufféc plus loin ; s'accordera avec tout ce qu'on a éabli 
Hans la Théorie générale. 

Déwmins- 580. Il eft démontré dans l'art. 13 de l'Anabyfe des Jeux 
Sie. de Hafard , qu'un nombre quelconque de Nombres naturels 
ne ls Étant n ; la fomme de ces nombres depuis 1 jufqu'à » inclu 

es A9 = 

fivement élevés au quarré eft.... site, 


ane 
au cube .....:... "tbe, 


Emi + 167% 10m 
au quarré-quarré EE NT &c 





D'où il fuit que » étant — 00, la fomme des nombres Naturels- 
élevés au quarré eft. 


au cube .,... 





Et en général » étant une puiffance parfaite , la fomme de * 


œ*+1 


nombres Naturels élevés à » eft 
l'ordre que l'on avoit déja , une valeue précife que l'> * 
avoit pas. 

En attendant cette détermination précife, on avoit prou-® € 
À privri ; dans les art, 212, 223 , 226, 227, que la fommm#© 


» ce qui donne, our æ— © 
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bien que celui des 4”, étoit très-uniforme, & que toutes 

leurs autres propriétés croiffantes ou décroiffantes ne fai- 

foient que croître ou décroître toujours des unes aux autres. 
583. On peut prouver encore ainfi la même chofe: 


mentier eft — +. Donc la Formule de la fomme des 4° 
ni 


eft oo 1 divifé par +", ou multiplié par pr C'eftèdi 





.te — + Donc quand n fera une vraie fa@tion ; ou +, il 


faudra faire la même opération, & on aura B—. 





Eten effer, fi » entier eft ; par ex. 3 ; il peut être exprimé 





+: À 
par #, & alors an a pour la fomme de 4’, ren ee 


= _ 3 d'où l'on voit que quand l'Infini, qui exprime l'ot+ 


‘dre d'une fomme , a un expofant fra&tionnaire , il faut, pour 
la valeur précife de la fomme;multiplier l’Infini par cet expo- 
fant reverfé. Or il w'eft pas polfible que cela foit vrai des 
expofans fraétionnaires qui valent des entiers, & non de 
ceux qui font-de pures fraëtions. ; 


» 
584. Donc en général la fomme de toute 47 , quelques 





nombres que foïent » & m, AR 


Quand m=—1, ce font les fommes des 4”. Quandn= r, 


1 
ce font celles des 4 , dont l’expofant eft une pure fra@ion. 


Hors de ces deux cas ? eft une fration ou pure ou mixte. 


: L 3 + 
Ainf la fomme de 4° eft "2, celle de 4 ef ,&c 

















em, 
aux je 
de différentes 
Suives dé 
croifantes de 
amie dues. 
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& terminée par o©", » ayant une valeur quelconque, maïs 
que l'on a changée en une Suite de fra@ions , & qui par 


conféquent eft devenue décroiffante , & terminée par: 


Donc tous les termes finis de la Suite croiffante terminée par 
©0" font demeurés finis dans la décroiffante terminée par 
5 & au contraire tous les Infinis de la 1° font deverius 
Infiniment petits dans la 2%. Or toutes les Suites originai- 
rement formées de termes Finis, & terminées par ce, ont un 
nombre infini de termes Finis, & routes les Suites originaire 
ment formées de termes Finis dérerminables , & terminées 
par oc”, n étant fini, & plus grand que 1 , n’ont qu’un nom- 
bre fini de termes Finis ; donc toutes les Suites décroiffantes 
+erminées par - ont une infinité de termes Finis,& par con- 
féquent une fomme infinie de l'ordre de co , & toutes les 
autres terminées par — , n’ont qu’un nombre fini de termes 
œ 
finis, & par conféquent une fomme finie , pourvû qu'elles 
foient originairement formées de termes Finis déterminables. 
Il faut joindre aux Suites terminées par -, celles qui le 
font par —:— ou par ——, puifqu'elles font de la même 
œr œ Û 
efpece ; & aux Suites terminées par -E , celles qui le font 
par 








œ 

On a déja vü des exemples de cette Théorie dans les art. 
362» 363 » 305 » 366 307 368 369, 370. Mais comme 
elle n’étoit pas alors générale , en voici de nouveaux. 


ExeMPLE J. 
600. Si l'on divife les Unités par les nombres Naturels, 
ce qui donnera ,;,},5, &c.-. 
Les nombres Naturels parles Triangulaires,ce qui donners 


13 3 4 CR 
1959200 &C. = 
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Les Triangulaires par les Pyramidaux ; ce qui donnerg 
Lo 


Bb oks Ge 


Les Pyramidaux par les Triangulo-pyramidaux, ce qui 


: u LEA 

donnera ,#,13s Ho r&r 
Et fi enfin on opere toujours ainfi de fuite fix les Nombreg 
Figurés, on voit que l'on aura toujours des fommes infinies 
de l'ordre de © (599), & même des fommes toujours 
croiffantes, 

6o1. Tous les derniers termes des Suites de Figurés divi- 
fés par les Figurés de l'ordre immédiatement fupérieur , font 
en progreffion arithmétique naturelle. 


ExEeMPLE IL 


602. Si l'on divife les Figurés d'un ordre par les Figurés 
fupérieurs de deux ordres , les Unités par les Triangulaires, 
les nombres Naturels par les Pyramidaux,&c. ce qui donnera 








# 


1,2 
COECECEE ET) 





La 
Et pour les autres derniers termes des Suites de Figurés ainfi 


divifées , rs &c. on voit que toutes ces Suites n'ay- 
ront que des fommes finies (+99) & croiffantes. 

602. Les dénominateurs des derniers termes de ces Suites 
étant toujours oc* , les numérateurs 2, 6,12, 20, &cc. ont 
pour différences les rermes d'une progreflion arithmétique, 
dont le 1 terme elt 4, & la différence 2. 4 

604. En opérant de même fur ies Poligones ; on trouve 
que les Triangulaires divifés par les Quarrés , donnent 








; 
549 


Que le dernier terme des Quarrés divifés parles Penagonss 
Eci 
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eft +, des Pentagones par les Exagones : , des Exagones par 
les Epragones #, &c. & par conféquent que ces Suices ne 
peuvent avoir que des fommes infinies de l’ordre de co , & 
même croiffantes , puifque ces derniers termes le font. 

605. Si on divife des Poligones par les Poligones fupé- 
rieurs de deux ordres, les Triangulaires par les Pentagones, 
Les Quarrés par les Exagones, &c. on aura cette Suite des 
derniers termes1,3,#,4, 3, £, &c. D'où l’on voit que 
toutes les fommes feront infinies & croiffantes. 

ExempPLe lIIl 





ce qui donne 3, =, + 
+ À 
y 


=00 ‘— — la fomme ef infinie (599). 
ê 





co 





3 4 x 
De même le dernier terme de < étant © —— 
A L°2 C2 


ka fomme de 4 eft encore infinie, & toujours ainfi tant 
pu 


‘que la Suite fera où m>n#, & plus généralement 





4 
‘encore , tant que les expofans de A divifée & de A divifante 
feront de pures fra@tions , foit que le numérateur en foit 1 
Ou non, pourvà que l’expofant de A divifée foir le plus petit: 
comme il eft néceffaire pour avoir une Suite décroiffante. 
ExEempPLe IV. 
607. La fomme de £ qui fe termine par = nef 
A € 
que finie , puifque < eft de l’ordre de & 599). Eten 
G 
œ 
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Ordre des 610. Si ces Suites fortent de leur ordre, & fe terminent 
fmmes et par 1, ou, ce qui revient au même , par tout autre nombre 
prifes emre fini, ce font des Suites primitives , originairement formées 
&&:  determesfinis, & terminées par oo, dont on adivifé chaque 
terme par 00. Ainfi la Suite primitive 4 deviendroit ; 


, &cL— 1, & la-correfpondante G deviendroit 





» &c. 1 


Ces Suites, qui ont des termes Finis, ne peuvent avoir 
une fomme de l’ordre de oo ; que quand elles auront une 
infinité de termes Finis, & elles n’en peuvent avoir une infi- 
nité que quand les primitives en auront une infinité d'Infinis 
de l'ordre de 0. Or les primitives ont des fommes de l’ordre 
de co" , ou , ce qui eft le même , une infinité de termes de 
l'ordre de co , quand elles font originairement formées de 
termes Finis déterminables (549 & 571), & en ce casil eft 
clairqueles Infiniment perirs, dont les Suites que nous conf 
dérons font originairement formées, ont des rapports déter: 
minables. Donc en ce cas ces Suites ont des fommes de l'or. 
dre de co. Les deux Suites de cet art. font des exemples des 
deux cas. La 1° érant une progreffion arithmétique, fa fomme 


eft ©, & la fomme de la 2°, qui eft une progreffion géo- 
métrique ; eft 1} = 1 divifé par + ,ou=—x, nombre 


ms 

Fini indéterminable. 
Ordre des 611. Si ces Suites fe terminent par co ; ce font des Suites 
fnnts dt primitives originairement formées de termes Finis, 8c termi- 
prifes eme nées par co", dont on a divifé chaque terme par co. Ainfi 


SG 00 : x : . 
A deviendroit + ee &c. P°— 00. On voit allez 


que le raifonnement de Te pen revient ici, &c que 
ces Suites qui ont des termes de l'ordre de ©, n’en peuvent 
avoir une infinité, ni par conféquent des fommes de l'ordre : 


de co”, que quand les Suites primitives auront des fommes = 
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955: Sig 2 dx étant toujours = +. dy eft— 


& il n'y a point encore d'Afymptote ; mais aufli on 


m'a rien Rp qui donne un couts infini à la Courbe. Que 
fi on fuppole y= 2. ; ce que l'équation permet, dy devient 


=» dx étant toujours — =, & la Courbe a un cours 


infini à caufe de dy’ (797) , & une Afymptote parallele à 
l'axe à caufe de dy’ inférieur de deux ordres à dx. 

956. Donc la Logarithmique , rapportée au même axe; 
n’a point d’Afymptore du côté où fon cours vertical eft croif 
fant, & elle en a une du côté où fon cours vertical eft dé. 
croiffant , & cette Afymprote eft l'axe même. 

957: On peut aufli-bien dans la Logarithmique fuppofer 
J= 5 que — 5, & enfin on peut le fuppofer d'un 


ordre fi bas qu'on voudra, ce qui rendra toujours dy de 
l'ordre immédiatement inférieur ; & de tant d'ordres qu'on 
aura voulu au deffous de dx, & par conféquent la Logarith- 
mique en auroit toujours d'autant plus, s'il fe pouvoit ; une 
Afymptote; mais du moins elle en ka toujours d'autant plus 
exaétement & plus rigoureufement parallele ; & confondue 
avec fon axe. Et enfin elle fe terminera par y— spa 
dd =. 

958. Lorfquey—co, dy eft—1(954); &y—®© 
eft la fomme de la Suite des dy, qui étant infiniment infinie 
& terminée par 1, devroitavoir une fomme de l'ordre de 00", 
fi les dy, dont elle eft originairement formée, avoient des 
rapports déterminables ( 549 & 63 3), mais ils n’en ont pas. 
Car dans la Logarithmique les dx étant conftans ; ou les 
Abfciffes en progreffion arithmétique,les Ordonnées font en 
progreion géométrique, & par conféquent leurs différences 
dy font en même progreffion. Donc cette Courbe étant prife 
du côté que fon cours vertical ef croiffant , & une premiere 
Ordonnée —1 érant déterminée , la Suite de fes Ordonnées 
eftla progreffion géométrique infinie comprife entre 1 & co 
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nous en allons donner encore quelques exemples -dans des 
Courbes géométriques , quoique cette confidération n'y foit 
pas abfolument néceffaire pour juger del'Afymptotifme,mais 
elle fervira à faire voir ce que fignifient ces valeurs extremes 
de dy; dont il femble qu'on a négligé jufqu’ici de rechercher 
l'effet. 

ExempPLre IIL 


Soit l'Hyperbole entre fes Afymptotes ; ab == x . y eft 


+ 











Six= 00, dy =. Donc dy= + pour l'ordre. 
Siy=—00, ce quiemportex=—dx— +; dyeft 


able à ab j 
Ar = = 00. On fupprime le— dont ce ce eft 


affe&té, parce qu’il ne fait rien à l'ordre. 
ExEemMpPLE IV. 





961. Dans la Conchoïde prife comme elle l'eft, p. 65 
de l'An des Inf petits, dy = È%ÈE Donc fi x —dr; 
= 


EE 
d dattsbds _ nabdz 0 

D ae ae — ÿ, — ©. Donc la 
Conchoïde a un cours infini dans le fens des y, & d'ailleurs 
elle a un cours feulement fini dans le fens des x, puifque x 


ne peut être plus grand que 4. Donc elle a une Afymptore, 











ExEMPLE V. 


im 
Danr me #62. Dans la Courbe axx — xxy + 44y (p.63 & 64 
des:nf. de l'An. des Inf. petits) dy 222%, Doncfi x —00 ,dÿ 


Extss 
LTÉE 


_ 22. Dohc dy". eff de trois ordres 
au deffous de dx. Donc la Courbe a une Afymptote. 
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deviennent en même temps infinies ; ou , ce qui eft une füite 
néceffaire du même raifonnement , infiniment petites , il faut 
enjuger, non par le cara@tere vague & indéterminé d’Infini- 
ment grand ou petit , qu’elles prennent , mais par le caraétere 

rticulier que leur donne la néceflité de leur rapport; & cela 
Êi voir l'ufage de ces différens ordres potentiels & radicaux 
dont nous avons tant parlé. 3 

Sans cette Théorie des Infinis radicaux, ontrouveroit une 
difficulté infurmontable dans l'équation même de la Parabole 
ordinaire ; où - 4. y. x. Car comment concevoir que y 
& x, croiffanc toujours enfemble, & ne devenant infinis qu’en 
même temps, il arrive cependant, quand ils le deviennent, 
que y foit infiniment moindre que +? Cette dificulté difpa- 
roît entierement, quand on voit, felon l'art. précédent, qu'on 
Re: peut avoir © == 00", mais feulement == oC* ; ce qui 





donne y infini = co, & la proportion — 4. y. x, changés 





14 09 * . O0» 

Rægle pur … 965. De toute la Ssétion précédente réfulte la Regle gé- 
Sem nérale pour Le parallélifme & la perpendicularité ; qua dans 
quand une ù AR NES 
Courbe arriue le parallélifme dy eft nul, & dans la perpendicularité , infini 
su peralle par rap sort à dx , & ce qu'on a déja vû montre affez que le 
prpndinle- calcul différentiel doit donner aufli-tôt ce rapport, & les cas 
ik, où il arrive. Car le rapport de dy à dx ayant été tiré de 

Le pes de la Courbe géométrique; ou étant donné par 
celle de la méchanique ; on voit aufli-téc s’il peut, & dans 
quels cas il peut devenir nul ou infini. 
Voyons d’abord , felon l'ordre que nous avons toujours 
fuivi, les cas où la Courbe arrive au parallélifme ou à la pet- 
endicularité par un cours infini, & premierement le paral: 
Fine. dxy bite toujours tel qu'il a été par-tout ailleurs, 
c'eft-à-dire, de l'ordre de -L-, & égal au même sé& dycft 






nul par rapport à dx. Donc dy eft de l’ordre de 2, où 


d’un ordre inférieur. On vient de voir que s'il eft d’un ordre 
inférieur à —L. , la Courbe aune Afÿmptote, Donc il ne reftc 
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À examiner que le cas où la Courbe arrive au parallélifine pèr 
un cours infini fans avoir d'Afymptote. 

En ce cas, je dis qu'il n'eft point néceffaire qüé dy» nul 
par rapport à dx, foit = —L , mais qu'il fuffit qu'il foit de 
cetordre , ou, ce qui eft le même ; qu'il foit de quelque 
ordre radical compris entre = & -i; de forte que dy pour- 
ra fe trouver indifféremment dans tout l'intervalle compris 
depuis = exclufivement jufqu'à -E inclufivement. 

Cela eft clair par foi-même ; car dy devant être de l'ordre 
de -2 ; il en fera néceffairement fclon la Théorie des ordres. 


potentiels & radicaux , s’il eft de quelque otdre radical com- 
pris entre — & -E. Mais on va le voir encore par des 


exemples. EXxEMPLE À 


966. Dans la Parabole ordinaire ou du 24 degré, où dy. Ent 
dx: 1. 2, on voir d'abord que la fappoñition de y — Go “,f#* 
1 fe ñ que dy pis 











rend dy nul par rapport à dx — 1. Il femble au lier 
ar 
devienne == +. , parce que 1 eft d'un ordte potertiél au ET degré 
: on 
deffous de 2y — 200. Mais cela n’eft pas ainf. Fémina 
Es 
Car infini eft = 00* (964). Donc alors dy => flo 
2100 * fours croife 
= ——;— +5 Donc dyi dei: 4 2: en. 


co x 100 * 10 20 


ART S 4 : 
200*. Oril s’en faut un ordre radical que é * ne foit == 


©? — 00! Donc dy ; quoique nul par rapport à de; & 


de l’ordre de x par rapport au Fini, eft cependant d'un, 


ordre radical au deffus de 2 , &.n’eft que de cet ordre au. 
deffous de dx. Ÿ 
Exempre IL 
967. Dans la 1" Parabole du 3" degré, x == 9", dyà 
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Téxtrémité eft — — (963). Donc il eft encore d'un 
5 


ordre radical au def de =, — 1, mais il ef de deur 





ordres radicaux au deffous de dx = 





ExempPLre III 
968. De même dans la 1 Parabole du 4% degré; 
x"; le dernier dy eft == —= d'un ordre radical au 
E 
400 
deflus de 5 ; & de trois ordres radicaux au deffous de dx. 
969. Les derniers dy de chaque 1“ Parabole de chaque * 
degré étant r, =, y, (966 967; 968); on voit 
2 3 4007 
affez, & on peut s’en aflurer encore par une plus longue 


indudion , que » érant Le degré de la Parabole ; le dernier dy 
de la 1 Parabole de chaque degré fera =—1—. D'où i 





0 
fuit que le dernier dy d'une 1"° Parabole quelconque fers 
toujours de l’ordre de > & jamais —— > tant ques 


fera fini, car l'expofnt *"—® ne fera jamais — 2. Or il eft 


aifé de voir que » fera toujours fini, ou qu'une Parabole d'un 
degréinfini eft impoffble. 
970. Plus » eft grand, plus 1 eft petit par rapport à nj 


2m: 





ou plus = approche d'être 2. Donc plus le degré d'une 

1" Parabole eft élevé, plus le parallélifme qu’elle a à fn 

extrémité approche de fe faire par un dy— 1, c'eft-à-dire, 

qu’elle en eft d'autant plus parallele à fon axe. 
ExEMPLE IV, 


Zxmpls 9714 Au lieu des Paraboles précédentes qui étoient les 
1" 
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de la derniere Parabole du même degré :: 


» ou, en ne confidérant que l'ordre, :: 





sœ ” 





s+r nr 


5:00 ” .o ” . D'oùil fuir que le dernier dy 





œ 7 
d’une 1° Parabole eft d'autant d'ordres radicaux au deffous du 
dernier dy d'une derniere du même degré qu'il y a d'unités 
depuis # + 1 jufqu'à 2n— 1 , les deux dy étant toujours 
compris dans l'intervalle qui eft entre = & nou, ce qui 
eft le même, la 1° Parabole eft infiniment plus parallele que 
la derniere ; & infiniment plus parallele felon le rapport de 
deux différens ordres radicaux compris dans le même inter- 
valle potentiel. 

ExempPLe VI 
Parallélifne 976. Dans le 3%° & 4" degré il n’y a que deux Parabo- 
des Paraboles : ee ; © 

myema de les > mais dans le $"* il commence à ÿ en avoir de moyen 

chaque degré, nes ; & il ÿ en a deux dans ce degré. £ 

© La 1° de ces moyennes eff x' — y". dy — es, &le 
dernier dy ——,. È 
5° . 
La 24 des moyennes eft x! =—y". dE, &le 
dernier dy ——. 
5 


D'où il fuit qu'aucune de ces Paraboles n’a un dernier dy 
= > quoiqu'elles l’aient toures de cet ordre. à 
977. Les derniers dy des quatre Paraboles du 5" degré 
étant —+ (969) =. 7 (976) & + (973) > 


3 50 fo 50 


_ oi que les dy des deux Paraboles moyennes rempliffent 
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Courbe foit = 1 ; mais feulement de l’ordre de 2, & c'ef 
alors qu’il faut voir de laquelle des deux manieres de l'ar. 
précédent dx ef al par apport à dy, car il eft vifible que 
les deux ne peuvent pas être enfemble. Donc en ce cas fila 
fuppoñition de dx=— = tombe dans l'impoflble , la pet- 


pendicularité fe fait de la 2% maniere. x 
ExEMP.LE I 


Exemples 983. Si on tranfpofe l'axe de la Parabole ordinaire , ce 
dan, Le pe qui la rende perpendiculaire à fon extrémité, au lieu qu'elle 
LM emine ÿ toit parallele ; & changera les x en y , & les y en +, Péque- 
Pa dtion fera y—x" , d'où fuit dy 2xdx, oudy.dx::2x.1 
Enr On voit d'abord que x infini rend dy infini par rapport 
perpmdieula- à d x , 8 par conféquent on voit ; mais feulement d'une vue 
Papa générale & confufe ; que la Courbe arrive à la perpendicuk- 

rité par un cours infini. 


Ici x infini eft — 00? (964). 
Si dy — 1, ce qui ne paroit point impolfible à La feule 





vue de l'équation , donc 200 (2x).1::1(dy). 
CARE: 
(dx); & de feroir d'un ordre radical au deffis de ==, ce qui 


eft impoffible (982). Donc d} eft de l'ordre de -L. Donc 


la Courbe eft dans le cas que dx y foit nul par rapport à é? 
de l'une des deux manicres de l’art. 981. 


Side 1, donc (dy). 1 (dx)::200*(2x).13 





donc dy — 2", Mais il étoit dans tout le cours 


CIS 
de la Courbe de l'ordre de + Donc il étoit ce qu'il feroit 
devenu à l'extrémité :: 00%. oot, Donc à l'extrémité da 


cours il feroit moindre d’un ordre radical , ou feroir décrû, ce 
qui eft impoffible dans une Courbe qui va àla perpendiculari- 
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‘. Donc dx fubfifte,& la perpendicularité fe fait de la fecon- 
le maniere. 

Et comme d exiftant eft conftant, c’eft à lui à régler la 


grandeur de dy. Donc 1.200 (2x) (dx). (dy). 


Donc la perpendicularité fe fair par un dy qui eft à dx 


: 00. oct ; c'eft-à-dire , du même ordre potentiel par rap= 
sort au fini , mais élevé d’un ordre radical. 


ExEempPLe IL 


984. Si l'on rend perpendiculaire à fon extrémité la 1° 
Parabole cubique par ÊË tranfpofition de l'axe, l'équation fera 
1x", d'où fuit dy 3x"dx , ou dy.dx:: 3x". 1. 
Ontrouvera , en faifant les mêmes raifonnemens que dans 
‘art, précédent, 
Que dy ne peut être —= 1, parce que dx deviendroit == 


+ infiniment plus grand que 
1® 
Que dy étant donc de l'ordre de 2; dx ne peut être 


= 4» parce que dy feroit —= +; d'un ordre au deffous 
ke = s | 
Et qu'enfin dx étant => dy fera — +, & par 


es 
sonféquent l’ordre de dx à celui de dy :: 0 . 00 À, ou dx 
le deux ordres radicaux au deflous de dy , quoiqu’ils foient 
ous deux du même ordre potentiel par rapport au fini. 

985. On voit affez par À que n dr le degré des Para- 
soles, le dernier dy des 1" Paraboles de chaque degré ren- 


lues perpendiculaires à leur extrémité, fera ——, ou, en 


égligeant le coëfficient n ; —, & que par conféquent dæ 
Po 
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étant toujours == ——, dx & dy de cette extrémité per- 
© 

pendiculaire feront toujours :: cor . oo =, c'eft-à-dire, 

que dx & dy étant toujours par rapport au fini de l'ordre 


potentiel de, dx fera d'autant d'ordres radicaux au deffous 


de dy que 1 aura d'unités moins que ». 

986. Puifque la perpendicularité confifte dans le rapport 
infini de dy à dx, plus ce rapport fera grand, plus la perpen- 
dicularité fera grande. Or plus » eft grand , plus le rapport 


de ©" à co" , ou de dy à dx (985) eft grand. Donc 
plus le degré eft élevé, plus les 1°* Paraboles de chaque de- 
gré font perpendiculaires à leur extrémité, ce qui doit êre 
en effet, puifqu’elles en étoient d'autant plus paralleles, lo. 
qu'elles étoient paralleles (970), & que le parallélifme &k 
perpendicularité ne font réellement que la même chofe. 


ExempPLe IIL 











Exemple 987. Soit la 2% Parabole cubique y‘ — x' rendue 
same pendiculaire À fon extrémité. ee 
de demie On trouvera, en fuivant les raifonnemens des deux Exem: 
ae ples précédens ; que fon dernier dy eft — ue * 

hafiss 6 
prie 988, En général le dernier dy de la derniére Parabole de 
Br, chaque degré ; ainfi rendue perpendiculaire à fon extrémité, 
ef = ï + D'où il fuit que dy dans ces 
ai x © 





dernieres Paraboles étant toujours de l'ordre de 





œ 
approche d'autant plus de n'être que de l'ordre de —:- où 


de l'ordre de dx que n eft plus grand, & que par Confé 
quent le rapport infini de dyà dx, ou la PrPedicoln 
el 
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l'origine — —.. Et en général dansla derniére Parabole de 
D 


os 
chaque degré le dy de l'origine eft——— , d’où il fuir 
ot 

que ces Paraboles feront toujours à leur origine d’autent 
moins paralleles que le degré fera plus élevé." I eft aifé de 

voir le rapport de cet art. aux art. 974 & 987. 
1 ::°# 1000. hi refte à voir les Courbes perpendiculaires à leur 
der oxiine. 
ls Coube dy ÿ eft infini par rapport à dx, qui eft ou zero , ou de 
leur origine. ad ordre inférieur qe. Donc après avoir fait la fup- 
pofition qui détermine l'origine de la Courbe , il faut tou- 
Jours fuppofer dy = +» & l'équation donne enfuite ce que 


devient dx. 





ExemrLre I 





Exemple 1001. Soit la Parabole ordinaire où dy. dx :: 1. 23; 

al; on voit que la fuppofñtion de y — dy ; qui détermine l'ori- 
prndic a PP 2) » qi 

de lorgine_ gine de la Courbe , rend d) infini par rapport à dx, & par 


2 mire conféquent la Courbe perpendiculaire ; & dx =—— Ou 


Fed fi on veut tenir compte des coëfficiens; à dx ==". 

rité toujours 

croifentt. ExempPLe Il 

1002. Dans la 1°° Parabole cubique où dy. dx : : 1. 39, 
dx à l'origine eft=—= +. Et en général dans toutes les 1°°* 
Paraboles dx à J'origine eft — _:_ ; d’où il fuit qu’elles y 
; CR 

font toujours d'autant plus perpendiculaires que leur degré 
eft plus élevé. 





ExEMPLE III 


Extmpls 1003. Dans la 24: Parabole cubique, d. dx :: 2x. 39 
dans Le per & à l’origine dx? — spaifque de ( 1000); don 


CE 
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+ (969); & dx = -L, à caufe du pa- 





o" ydj— 





so 


rallélifime de l'extrémité, Donc ydx = 007 x 0 


C3 





—— , divifé par == 


œ = 








1009. Donc dans toutes les 1°** Paraboles la Soutan: 
gente de l'extrémité eft toujours de l'ordre de oo ; & rou- 
jours d'autant plus grande que le degré des Paraboles eft plus 
élevé. Cela répond à ce que les Paraboles font d'autant plus 
paralleles à leur extrémité que leur degré eft plus éleve (970k 
Car file parallélifme rend la Soutangente infinie , un plus 
grand parallélifme la doit rendre un plus grand Infini. Et 
comme le parallélifme croiffant de ces Paraboles eft renfermé 
dans un feul ordre potentiel (970 ), aufli leurs Soutangentes 
croiffantes font renfermées toutes dans le feul ordre de co. 


ExempPLe IIlL 


Ssang 1010, Dans toutes les dernieres Paraboles , infini eft 
infnies dé ami 


= D = (975) & dx = +. Donc 
res #œ 
trémis . 21 


UE jme EE mm 
vraboles, 





+ 





T3 © 
Par exemple , la Soutangente de la derniere Parabole da 
5" degré à fon extrémité eft 12. 


10t1. Donç dans toutes ces Paraboles les Soutangentes 
infinies 
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une Soutangente de l'ordre de oc" ; auroit aufli une Afymp: 
tore ; & par conféquent qu'il n'y a que les Courbes à Afymp- 
totes qui à leur extrémité parallele aient des Soutangentes 
d'un ordre fupérieur à co. 
Somtangentes 1017. Si une Courbe qui defcend vers fon axe, vient à 
fire Fax Je joindre, & lui eft parallele à fon extrémité , ou , ce qui eft 
le même ; à un dernier côté qui foit une partie infiniment 
Pod pu de cet axe , fes deux dernieres Ordonnées font nécef 


re Lur axe fairement au moins de l'ordre de -L., & leur dy de l'ordre 


Fm mfa, immédiatement inférieur, C’eft fa valeur tirée de l'équation 


différentielle qui regle celle de y correfpondanr puifqu'ileft 
toujours de l'ordre immédiatement fupérieur. 


Si dy — 55 » donc dy (=). dx (2) sy (Jar 















Si dy 2» donc dy ()-dx (2) sy (5) 








Ét il eft clair qu’il en ira toujours de même, & que quel 
que valeur qu’ait dy, la Soutangente fera toujours finie, aa 
Jieu qu’elle eft toujours infinie dans le parallélifme des Cour 
bes qui s'élevent au deffus de leur axe, foit finiment, foir 
infinèment. Il faut entendre par 1 , toujours égal à la Soutar- 
gente, l'unité indéterminée, c’eft-à-dire, feulement une gran- 
deur finie plus grande ou plus petite, felon les conditions de 
chaque Courbe particuliere. 

1618. La Soutangente 1 eft toujours infinie par rapport 
à l'Ordonnée , qui eft goou > &c. 


1019. Si dy = -L ; la Courbe n'a point d'Afymptote, 

& la Soutangente n’eft que d’un ordre au deffus de l'Ordon- 

née ©. Mais fidy— L, ou inférieur , la Courbe 

une Afymptote qui eft fon axe, & la Soutangente eft d'autant 

d'ordres au deffus de l'Ordonnée — -L où =, &c. qu'il 

a d'ordres , dont dy eft au deflous de dx, ce qui fair voir 
l'analogie parfaite de cet art. avec l'art. 1013. 
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avec leur axe au bout d'un cours infini ; & il eft aifé de voir 
que la raifon effentielle en eft que par la fuppofñition préfente 
elles defcendent vers leur axe , & s'inclinent roujours vers 
cet axe ; puifqu'elles tendent au parallélifme. 
Setamgmter 1024. Si une Courbe à fon origine eft parallele à fon 
fic à li axe , ou confondue avec une portion infiniment petite de cet 


gine parallele : Ê : 
des Courbes, axe, y fera au moins — +; & dy au moins — EU & ce 


cas eft entierement le même que celui de l'art. 1017, & en 
efferil doit l'être , puifque ce n’eft que le même parallélifme . 
ui fe fait à l’origine ou à l'extrémité d'un cours. Toute l 
iférence des deux cas eft que dans le premier dy d’un ordre 
inférieur à _!_ marque un Afymptotifme ; parce qu'il s’agit 
de l'extrémité d’un cours infini, & ici il n'en marque point, 
arce qu’il s'agit de l'origine d’un cours. Donc ici comme là 
Soutangente ef finie. 
ExEMPLE VII 


1025. Dans toutes les 1"* Paraboles rendues à leur ori- 
gine paralleles à leur axe ; le dy de l'origine eft — 


(995) doncy==— (1017); doncydx— 










ExempPpze VIIL 


1026. Dans toutes les dernieres Paraboles rendues à leur 





origine paralleles à leur axe ; le dy de l'origine eft 


(1017) =; doncyds 





(998), donc y — 




















1027. Puifque les Soutangentes des Paraboles extremes 
rendues paralleles à leur origine font finies, il eftaifé dé juget 
que celles des Paraboles moyennes le feront aufli. 
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lextrémité d'un cours infini. 2°. La grandeur infiniment 
grande ou petite de la Soutangente dans le parallélifme où 
dans la perpendicularité n’eft point abfolue, mais relative à 
l'Ordonnée , & on va voir que quand la Sourangente eft in 
finie dans la perpendicularité, elle eft infiniment moindre que 
l'Ordonnée. 


*: MPLE I 
sourengemtes 1032. Dans les 1 ®"Paraboles rendues perpendiculaires 
äxfais & à leur extrémité, le dernier dy eft — —!— (985). Donc 
déeroifantes T 
de l'extrémité œ* 
pie née 

ce Lee T'es divifé par 


F4 aus Parexemple, dans la Parabole ordinaire, la Soutangente de 


fon extrémité perpendiculaire eft o0*, l'Ordonnée étant ce, 
1033. Et pour faire encore mieux voir la poffibilité que 
cette Soutangente foit infinie malgré la perpendicularité; 
c’eft que malgré la perpendicularité à laquelle tend la Cour: 
be , les Sourangentes vont toujours en croiffant. 
Car l'équation de la Courbe étant y —= x", d'où fuit dy 
= 24dx; 


Siy 1; donc x=— 1, & dy adr, BE 

















Siy— 2 ; donc x=—Va , & dy: drava RE 


os 
as va 
LA 
Ori.7::V2.2, donc les Soutangentes vont ca 


croiffant. 

On trouvera de même que fiy = 3 ; la Soutangente fera 
LS Or. Re :: 2V3. 3V2, & 2V3 eft moindre que 
3V2 , ainfi qu'on le verra en quarrant ces grandeurs. Il en 
fra de même des autres valeurs plus grandes qu'on donnera 
7. Donc puifque les Soutangentes font croiffantes malgré 
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k perpendicularité où la Courbe tend, il eft naturel qu'elles 
arrivent àl'Infini, quand la Courbe arriveàla perpendicularité. 

Mais en même temps que les Soutangentes font croiffantes, 
elles font toujours plus petites par rapport aux Ordonnées. 
Par ex. la Soutangenre + eft plus petite par rapport à fon 
Ordonnée 2, que la Soutangente ne l’eft par rapport à fon 
Ordgnnée 1. Car .2::1.2V2, &t.1::1. 2. 

De même -ÿ— eft moindre par rapport à 3 ; que 2 pat 
rapport à 2. Car .3::3.6V3::1.2V3 

1034. En pouffant cette idée plus loin ; on verra que fi 
I—=#) Li =—1 Etcomme 4=— 2V4, on trouvera que 
les Ordonnées croiffant comme les nombres naturels, le rap- 

rt de chaque Soutangente à fon Ordonnée fera celui de r 
à2=—1V1, de1à2V2, de 1 à 2V3, de 1 à 2V4, &c. 
& en général celui de 1 à ag 

1035. Donc le rapport de la derniere Soutangente à la 
derniere Ordonnée — 00 » fera celui de 1 À 200* , ou en 
négligeant le coëfficient 2 , celui de 1 à oo. Or 1. oo 
11005. co ; & l'Ordonnée eft=—00. Donc la Soutangente 
malgré la perpendicularité eft de l'ordre de 00, ce qui 
revient à l’art. 1030, par une voie toute différente. 

1036. Si on veut avoir non feulement l'ordre, mais en- 
core la grandeur précife de cette derniere Soutangente, il 


faut la prendre —+, Et en effet dans l’art. 985 , quia 
produit l'art. 1032, dy eft =", & ce n'eft qu'en ne 





confidérant que l'ordre, qu'il eft 
- 1037. Donc les dernieres Soutangentes des 1 Para 


4 
boles feront se PE Es » &cc. c’eft-à-dire ; toujours d'un 
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ordre radical inférieur , ou toujours moins infinies ou plus 
infiniment petites par rapport à la derniere Ordonnée tou- 
jours -— © , & en même temps elles feront toujours min. 
dres dans leur ordre, ce qui vient de ce que ces Paraboles 
font toujours à leur extrémité plus perpendiculaires (986). 


ExEemPLE IL 
smtegms 1038. Dans toutes les dernieres Paraboles rendpes per. 
ns 4 pendiculaires à leur extrémité, le dernier dy eft — —: 


l'extrémité 

perpendieu- Ca 
aire des der-, gx 

mieres Para (988); dONC Te ==> © 
boles tran/pe— RER 
Je. d’un ordre radical inférieur à co. 


Par ex. dans la 2% Parabole cubique , la derniere Soutan- 











» Soutangente infinie toujours 


gente eft de l'ordre de oo? ; & en remettant les coëfficiens 


finis de l'art. 988, fa grandeur eft 22°, . 


1039. Et en effet fi dans cette Parabole on prend fuccef- 
fivement y 1,=—2,=— 3 , on aura pour Soutangentes 





Fax 2x35 Dog fon voi 
correfpondantes ? —2#%%, 22, 24. D'où l'on voit 


que l'expreffion générale des Soutangentes de cette Para: 





bole fera = ee, & que y étant — 00 , la Soutangente fers 


3 
207 
Fa L 

Tout ce qui appartient à ces Soutangentes pourroit êre 
goré parun calcul général ; tiré de l'équation générale des 

araboles. 

11 feroit inutile de s’arrêrer aux réflexions qui naiffent de- 
Elles fe préfentent d’elles-mêmes. 

1040. Les Soutangentes de toutes les Paraboles rendues 
paralleles à Jeur origine, & perpendiculaires à leur extrémité, 

commencent 
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oe -L eft élevé à — 7. Or un — élevé à une puiffance né- 
œæ œ 

garive, eft oo élevé à cette même puiffance pofitive, comme 

co élevé à une puiffance négative ; eft-= élevé à cette même 


puiffance pofitive. Donc ddy = — £ # x à 
: u N 
5 —+} 


Î=—-—{, grandeur qui eft 


2100 





même au deflus de 3. 


Or je dis que dans ce même point où x — 4 +, le 


Rayon de la Développée eft infiniment petit, & par confé- 
quent la courbure infinie. 

Car la Formule générale pour déterminer ce Rayon, ou 
plutôt une ligne qui le détermine , & eft du même ordre, 








étant LE , on aici dy + dx — 2 














4 8, . 
— = = 2 = —,. Et cette grandeur divifée 
a600 Ÿ 
par — déy et qe E— =—=-+ ; grandeur infini- 
6 200 ? 
ment petite. Donc: &c. 
1060. On trouvera auffi qu'au point où x — 4 —= +; 


ddy ef du même ordre que dy. Car alors dy ==} x — 4 FE 


dx eft — 30 À Lo 3 
x €! Æ fo = 1, & ddy ef —< 
1! 200 ? 
(Goo). 
1061. S’il étoit poffible que parmi les Courbes que nous 
connoiffons, il y en eût dont tous les côtés fuflent infiniment 
-_ petits du 2! ordre, & fiflent entr'eux des angles de contin- 


gence du 1°", il eft certain que la même courbure que nous 
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trouvons ici infinie dans les inflexions, & les rebrouffemens, 
feroit nulle pour ces Courbes. Il faudroit, afin de leur trou- 
ver une courbure infinie ; leur concevoir quelques côtés du 
3" ordre. Mais ces fortes de Courbes ne feroient ni defcrip- 
tibles , ni de la nature de celles que nous connoiffons (735). 
Nous en tranfportons feulement dans nos Courbes la ma- 
niere dont fe feroient leurs inflexions & leurs rebrouffemens 
avec une courbure nulle, & cela y produit une courbure in- 
finie ; par la raifon de l'art. 921 , & à caufe de la différence 
des deux hipothefes. : 
On va voir plus particulierement ce qui appartient à k 
LE, 





SECTION 
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que Mm , lui eft maintenant égal , le point m s’eft reculé 
vers M, d'où il füit que mr ; auparavant — MR ; eft devenue 
plus grande. Soit dr — ddx , la quantité dont mr eft aug- 
mentée, Du point d je tire fur mr une perpendiculaire dK 
jufqu’à la rencontre de ”K , & par le point g une ligne ae 
parallele à mr jufqu'à la rencontre de dK. cu eft = dr — 
ddx , & de —ru—dy. Donc Kc—= ddy. Donc Ku finus 
cherché" Kec'+c, V ddy* + ddx* , Formule de la 
courbure dans la fuppofition des côtés conftans. 

Il eft clair que ddy* & ddx* étant des Infiniment petits du 
4% ordte, V dd)* + dd: eft du 2%, comme doit être le 
Sinus de l'angle de contingence. 

1063. Cette Formule feroit embaraffante. dans la prati- 
que du calcul, & il faut Ja rendre plus fimple & plus com 
mode ; en ramenan dé & dds à la même exprefion. 

appelle dsle côté 1 dx +dp. dyeftv dde, 




















& ddy, puifque ds eft conftant, eft — es Donc 
VA dx" 

hit — ddx. Donc L4 — dde. Donc dd+ 

dd dxtddgi+dytddys 4 days drédy 





LES NET 
Donc V' dde +427 -@ “#2 , Formule très-fimple deh 
courbure. 


1064. Puifque le côté eft conftant, fi on prend la diffé. * 
rence de V'dx" +45, & qu'on l'égale à zero, on trouver 


au lé — ddr , d'où füivra la même conféquence 


de l'art. précédent. 
1065. Où peut encore démontrer autrement la Formule, 
& direêtemenr, < 
Le raifonnemens de l'art. 1062 fur la Fig. vurt , étant 
Bairs , les Triangles Key & peeg font femblables , à caufe des 





und Le 
Sinus de La 
courbure 


Le La 
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1068. L'expreffion —%# de la courbure du Cercle ef 


affe@tée du figne —, parce que c'eft l'expreffign du Sinus de 
l'angle de contingence , & que ce Sinus eft néceffairement du 
côté de la convexité du Cercle , au lieu que les dx & y font 
du côté de la concavité , & par conféquent ce Sinus eft né- 
gatif par nppore aux dx & y qu'on fuppofe pofitifs , & qui 
entrent dans fon expreffion. 

1069. Et comme cette raifon eft générale, il s’enfüit que 
1e Sinus de l'angle de contingence fera négatiftoutes les fois 
qu’il fera, par rapport à la Courbe ; du côté oppofé à celui 
où feront les grandeurs qui entreront dans fon etpreffion. 

1070. Et parce que ce Sinus ne peut être que du côté 
de la convexité de la Courbe, il fera négatif toures les fois 
que ces autres grandeurs n’y feront pas, ou, ce qui eft a 
même chofe, que la Courbe fera concave vers l'axe auquel 
on la rapportera, Et dans le cas contraire ; il fera pofñiti 


1071. Si on applique = 4% , Formule de la courbure 


conftante du Cercle, au point de fon origine, où, à caufe de 
Forigine y— dy,& à caufe de la perpendicularité dy di, 
& dx —= ddx ;on a +— ddx pour la courbure de ce point. 
Æc f on applique la même Formule au point du Quart de 
Cercle; oùy— +, & à caufe du parallélifime ds — dr, 
on a —— pour la courbure de ce point. Mais ddx &# 
ne paroïffent pas d’abord égaux, comme ils doivent l'être, 
puifque la courbure eft conftante. Ils le font cependant. Car 
On a par-tout dans le Cercle 2ydy == adx — 2xdx , & par 
conféquent AA rdsstagder =— ddx. Or à l'origine du 


—3+ 
Cercle, 2dx 2 & 2 =—= 2dyddy difparoiflent 
dans le numérateur de cette ce TT le 2x= 
2ddx difparoit dans le dénominateur devant 4. Donc la frac- 
a4 


ton fe réduir à 24° = ddx. Or à ce point, ee 
x a « 
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& leur courbures feront en cette même raifon renverfée, 
1082. Si on prend dans deux Cercles différens deux 
arcs infiniment petits ; égaux en longueur , celui qui appar- 
tient au plus grand Cercle peut paffer pour ligne droite, & 
J'autre ne le peut pas par rapport à lui. Car celui du grand 
Cercle pouvant toujours être un des côtés de fon Cercle, 
celui du pi qui a la même étendue , ne peut être que plus 
d’un côté du fien ; & par conféquent il contient un ou pl- 
fieurs angles de contingence, & ne peut être conçu que 
comme courbe , étant comparé à l’autre. 
Ce fera la même chofe de deux arcs infiniment petits 
égaux de deux autres Courbes quelconques femblables, 
ExempPLre IL 
ex 


res 4 1083. Soitune Ellipfe, dont l'équation eft yy =, 

Eligf. 
a étant le grand axe. dy ie ; & ddy; après 
avoir fubflitué aux ddx, leur valeur er 3 À — 


abs x de dsdd, 
= 






+ Donc = 
ae x 
FB—46%x x didx, grandeur variable. 
EEE ET 

1084. A l'origine de PEllipfe ; où à caufe de l'origine 
y— dy; & x — dx, & à caufe de la perpendicularité dy 
== ds, & dx — ddx ; toutes les grandeurs du numérateur 


de la fra@tion qui exprime <2##2 difparoiffent devant — 4 
',&pareillement toutes celles du dénominateur devant a, 
&c par conféquent il ne refte que RE — dr 
11 faut donc voir ce que vaut ddx. 


On à partout dans lEUiple de, y +: aa. a — ab. 


Donc à l'origine dév. dy :: 2ady. ab:: 2dp, b. Donc 
24yt ads 
= #2. 
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finie, Donc dès qu'il tombe au deffous de cet ordre, foit juf- 
qu'à 5 ; foit feulement dans quelque ordre radical compris 
entre + & = la courbure eft infiniment petite & nulle, 
du moins par rapport à une courbure finie & fenfible. A plus 
forte raifon , s’il tombe au deflous de —: 
Dérit 1098. Il eft clair que la courbure de la Parabole va en 
Sn tra décroiffant depuis l'origine jufqu'à l'extrémité. 
Fami 1099. Les courbures de deux différentes Paraboles font 
#4 ml. en rafon renverfée de leurs parametres. 
ExEempPLe IV. 


ce d? 1100. Soit une Hyperbole équilatere entre fes Afÿmp- 














—sndx 2atxdxt dsdiy 
enire fes A- — 
api. totes, aa ——xy . dy ——- dd HET 

zatxdidx 
CET 





siot. On voit déja que felon les art. 1068 ; 1069, 
‘1070, ce Sinus de l'angle de contingence n’eft point négatif, 
comme dans les autres Courbes qu'on a confidérées jufqu'ici, 
parce qu'elles étoient concaves vers leur axe, & que l'Hy- 
perbole ; ainfi qu'on la prend ici, eft convexe. 

1102. Au fommet de cette Courbe x —= 4, donc ddy 


==". Or à ce même point dx —=— dy, & par confé. 
quent ds =2dx", dd =dxW2,;ou dx= st. Donc “#2 


as À 
= ;73» courbure de ce point. 


2103. Si on prend un autre point, comme celui qui 
ad diddy FLE 
174? Ke — 178 





sépond à x=—=24, on a ddy 





: dE, nn HZ 
Or à ce point dy = » d'où fuit ds 20e, 
dvi 4. sde us 
UT, & dx #%. Donc it — 
$. Vi 114 aVIT à #Ë 


ds= 
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différentielle d’un arc fini du Cercle, en eft par conféquentun 
côté quelconque infiniment petit , & que le côté du Cercle 
24dx— xd … 





eft—##%—, on a pour la Cycloïde dy = 
Vaax=xx 








Vans: 





Donc ddy= EX  —, oùje vois que #24 feroit 
= sas 


4e Var 





= — 1, & que par conféquent =— 





ct — put 


que 44 — 2x eft double de 23— x. Donc ddy= 





dsdd 
Donc 2 — 
= 





1114. La Cycloïde à fon origine ayant x —=dx à cafe 
de l'origine , & dx = dd x à caufe de la perpendicularité, 
dde ef alors —dsdds ZAVATE, courbure 


NET Visas 3V3s 
ardinaire & finie, puifque ds & Vddx font tous deux de” 
4% ordre d’Infiniment petit. 

111$. On a partout dans la Cycloïde dy. dx :: aa—x 
Vaax—xx. Donc à l’origine dy.ddx::24.Vasddx. 
add 























Donc alors dy — FE — va ddx. Et comme en ce 
point dy— ds, on a donc LE EVER A VIS 
avr ivre 


aix 
Er: : 
1116. Pour avoir en ds l'expreflion de la courbure de 
a Cycloïde à fon origine , il ne faut que tirer de dy = 

ñ 


Vaaddx, dy — 2addx, & ddx = #2, Donc 
ds c 














= EE puifqu'alors ds — dy. 
Sont, -=dide dséx. y 
ru. Six — PTE) 
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données perpendiculaires à l'axe, tant du Cercle que de la 
Cycloïde , font paralleles à la bafe de la Cycloïde. A l'origine 
commune ces deux Courbes font perpendiculaires à leur axe, 
mais à l'extrémité le Cercle eft encore perpendiculaire à l'axe, 
& la Cycloïde y eft parallele ; ou, ce qui revient au même, 
le Cercle eft parallele à la bafe de la Cycloïde, & la Cycloïde 
y eft perpendiculaire. De-R il fuit que les Ordonnées de l'une 
& de l’autre Courbe étant toujours paralleles à la bafe de la 
Cycloïde , les deux dernieres Ordonnées n’ont point dansle 
Cercle, parallele alors à la bafe dela Cycloïde, & couché fur 
cette bafe , de d x qui les fépare , au lieu qu'il y en avoit un 
partout ailleurs, elles n’ont pour intervalle qu'un ddx, & 
par conféquent au lieu que partout ailleurs deux Ordonnées 
confécutives comprenoient entr'elles , érant prolongées, un 


côté de la Cycloïde de l’ordre de —., celles-là n'en peuvent 
plus comprendre qu'un qui foit nul ; ou de l’ordre de 2. 
1121. Si l'on veut fuivre encore cela plus loin , on trou- 
vera que le 1 côté de la Cycloïde étant plus grand que 
celui du Cercle , ceux de la Cycloïde vont toujours enfüire 
en décroiffant par rapport à ceux du Cercle, de force qu'il 
m'eft pas étonnant qu'au dernier côté du Cercle=— = il en 


réponde un de la Cycloïde— 











Car le côté du Cercle eft toujours = Donc à 
Ar 
Forigine du Cercle le côréeft— 2%. Et le 19° côté de 


. la Cycloïde eft — dy = ÉE Qus) » donc ddx 


étant le même de part & d'autre, le 1° côté de la Cycloïde 
eft au 1° du Cercle :: 2,1. 


Au point où x = L le côté du Cercle eft — Fr & 


eelui de la Cycloïde eft ds 2dx (1118), donc dx étant 
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perpendiculaire ; parce que 4 M ou ddx eft infiniment petit 
par rapport à Mm ou dy. D'un autre côté, l'angle Kmp 
ef le 1“ angle de contingence de la Courbe, dont le Sinus 
eft aufi ce même ddx avec ou fans coëfficient , puifqu'on l'a 
trouvé pour mefure de ce 1‘'angle, & par conféquent l'angle 
Km a toujours rapport à l'angle am M. Si le 2d côté mu 
prolongé tombe fur la ligne ma; les deux angles Km & 
am M font égaux. Si mu prolongé tombe entre ma & mM, 
Tangle de contingence K mu eft plus petit que l'angle amM, 
fi c'eft le contraire, il eft plus grand. 

Quand 4 M feroit du 1“ ordre , elle pourroit être prife 
pour un arc circulaire infiniment petit qui mefureroit l'angle 
am M, à plus forte raifon étant du 24 ordre par la fuppof- 
tion. Donc fi m x prolongé tombe fur am, l'angle de contin- 
gence eft mefuré par a M dx , & foit que my prolongé 
tombe entre am & Mm, foit le contraire, les angles 


contingence feront toujours exprimés par ou pacnxaM; 

ñ étant un coëficient fini, c’eft-à-dire par “# 3; ounddx. 
1124. Donc dans la Cycloïde , où le Sinus de l'angle de 

contingence de l’origine eft = ce 3 la courbure de l'origine 


eft la moitié moindre que fi elle étoit exprimée par ddx. Et 
comme dans le Cercle elle eft exprimée par ddx, qui eft le 
même de part & d'autre, la courbure de la Cycloïde eft donc 
lamoitié moindre que celle du Cercle à leur originecommune. 

112$. Donc fi l'on imagine que le Cercle & la Cycloïde 
aient un même côté à leur origine , il faut que l'angle de 
contingence que fait le Cercle par fon 24 côté foit double de 
celui que fair la Cycloïde par Le fien, ce qui eft poffible, puif. 
que par-là le Cercle eft intérieur à la Cycloïde , comme effec: 
tivement il doit l'être. Mais d’ailleurs cela n’eft plus poffible; 
quand on fuppofe les côtés de la Cycloïde conftans, comme 
Ton fait ici en confidérant fa courbure , car ils feroient donc 
tous égaux à ce 1% côté du Cercle, & file Cercle étoit ani 
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la diftance au point A feroit de l’ordre de — , car on n'a 


joint d'égard au coëfficient 6, qui fe trouve ici, & de-lail 

fuit que le Sinus de l'angle de contingence Km eft un In- 
finiment petit de cet ordre , & que le côté me a la pofition 
mK , à cet angle près , qui n’eft rien par rapport aux angles 
ordinaires de contingence , ou enfin que les deux 1°" côtés 
Mm & m a font cenfés pofés bout à bout en ligne droite, & 
le font fenfiblement. 

1130. Cette Parabole à fon origine a une inflexion, 
parce que ( 940 ) à la droite du point de fon origine elle n'a 
des Ordonnées qu’au deflus de l'axe, & à la gauche elle n'en 
a qu'au deffous , & comme l'inflexion produit ordinairement 
une courbure nulle, on auroit pû croire que c’eft elle qui 
rend la courbure de l'origine nulle. Mais on voit par l'art, 
précédent que cela n'eft point ainfi ; puifqu'on n'a confidéré 
que l'origine de la branche fupérieure à l'axe , dont les deur 
1° côtés font néceflairement pofés en ligne droite. Doncla 
courbure nulle de cette Parabole à fon origine eft indépen- 
dante de l’inflexion qui fe fait à cette même origine de 
branche fupérieure à l'inférieure. Donc en confidérant l'in- 
flexion , il faudra concevoir quatre côtés confécutifs de cette 
Courbe pofés bout à bout en ligne droite, deux de la branche 
fupérieure ; & deux de l'inférieure. 

1131. Si l'on prend dans cette Courbe y==< , on a 











aténis _ —ésddx Ep —aatdide dis 
.Etfiy=a = 
PSE STI] E7] PTT 7" 7 





ads 
1132. Pour comparer ae 


LE ou SEE & dxyon 
peut, comme on a fait jufqu'ici, exprimer ces dx en ds, 
ou les laiffer en dx , mais après les avoir égalés à ds, ce qui 
reviendra au même En prenant ce dernier tour, je diftingue 
ces dx, parce qu'ils font différens , & j'appelle le 1 .Dx. 
yéanr—#, dy +Dx=d" "2e, Ety éant=0, 


ds — Lee, Donc les ds étant conftans, 2 $ D x" == 1044" 
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Donc Dx. dx'::10.2$, & Dx.dx::VTo.$. Donc, 
comme il ne s’agit ici que de rapports, en mettant au lieu 
de Dx & de dx, les nombres qui ont même rapport, “ès 
ue, & dx — 5. (EUR S::64V10.25; 
c'eft-à-dire , que la courbure du point où y = < eft plus de 


huit fois plus grande que celle du point où y — 4. 

1133. La courbure nulle à l'origine ne va donc pas tou-  cifamne 
jours en croiffant depuis ce point-Bà , & il faut.qu’il y ait plus depuis Fmi- 
près de l'origine que le point où ÿ = 4, un point où elle, ". 
arrive à un Terme de grandeur, qi ne peut être qu'arbitraire ; qu'à mn cer 
puifque la Courbe n'a au deffus de fon axe qu'un cours condi- "053. 
nu fans inflexion ni rebrouffement. crifane 

11 faut trouver ce plus grand comme dans l’art, 1111, & 

il vient y". 


vas 
Comme Ÿ35 ef entre 2 & 3»9=— -“ eft plus petite, 
vas 
& par conféquent plus proche de l'origine que y = <. 

1134. Si dans cette Parabole y — © , ou plutôt y == 
co ,c-"" ‘s cela il y auroit beaucoup d'erreur, DETTE 
=. Et comme À caufe du parallélifine dx == 
5© 
—aatérde 


di—"},ona 5 divifé par oo”, &enne 





0 

éonfidérant que l'ordre ==: 1, courbure du 
. æœ:Xo  œ7 

#"* ordre potentiel d'Infiniment petit par rapport au Fini, 

& de deux ordres radicaux au deffous de 2 — +. 

T 


4135 Donc certe courbure nulle de Textrémité ef de 


CE : 
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même ordre potentiel par rappôrtau Fini que celle dela Pa- 
rabole du 24 degré (1096). 

1136. De ce que la courbure de cette Parabole eft nulle, 
tant à fon origine qu’à fon extréinité, il fuit ; indépendam- 
ment des art. 1132, 1133, qu'elle doit avoir un plus grand 
de courbure entre l'origine & l'extrémité. 

ExempPLe VIII 
Cowrbure de 1137. Soit la 1° Parabole du 4" degré , a! x =— y, 
ES 
Le du 4 Sax —3atdx did getdsidx 
Mré dy Er -ddy Eux ra #7 ETS 


1138. On trouvera, comme dans l’art, 1128 , qu’à l'or 








—" 


fgine la courbure eft — 3 ddr —# 
Comparaifin 1139. Donc le ddx de l'origine étant dans la Parabole 





de cures ARE 2%, dans la 1e P. 
de je du 2 legré 2 (1093) = + dans la 1® Parabole du 


re 3° degré 5 (1128) = 5, dans la 1°° du 4% degré 
jours alles, 
LT A #8 il eft aifé de voir que dans chaque 1°* Parabolé 
degré. 
FRE à] fera en général * 


boles feront d'autant plus perpendiculaires à leur origine que 
leur degré fera plus élevé , ce qui revient à l'art. 1002 , que 
leur courbure y fera toujours nulle , excepté dans celletdu 2 
degré, & qu'éant nulle, elle fera de l’ordre » d'Infiniment 
etit; & qu'en même temps le Sinus de l'ordre » fera tou- 
Jours plus grand dans fon ordre. 
1140. À l'extrémité de la 1° Parabole du 4° degré, 
— jaédide 
a +6y 


æ 
& par conféquent du 4” ordre potentiel d'Infiniment petits 
comme dans les autres 1° Paraboles (1096, 1134). D'où 
il eft aifé de juger que la courbure de toutes les IF Ans 






3 c'eft-à-dire , que toutes ces Para- 


où y == 00, on trouvera de l'ordre de 5, 
+ 
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: Sinus s’éleve d’un ordre quelconque au deffus de =. 

Selon la 1“, le Rayon eft tombé dans le 1“ ordre potentiel 

zompris entre 1 & +, puifqu'il a été + (1059) , & 
5. 


10 
tlon la 2%, le Sinus s’eft élevé dans le 1“ ordre potentiel 


ompris entre Rés puifqu'il eft + Toutes deux ne. 





Lonnent qu’un Infini de courbure d'un'ordre radical pur. 
1169. Six=——-!©,onady.dx:: — 3a 75,5) 
+$,ce qui fie voir que le rapport de dy à dx étant 





inf en ce point, la Courbe y eft oblique à fon axe. Donc 
dors dx , dy, & ds ; font chacun de l'ordre de +. 


— "fra 
1170. La courbure de ce point eft—*—2 ##2## 
o Re Pit 


Le numérateur eft 64 * x (169) =. Le 


2100? 





es 
dénominateur eft — 9 a? + 25 243524, Donc 


Û ru € 


2 COUbUEe ft ——“————“— —— "—, —, 
yaltasetx gs sales x co 
courbure finie. 


- 
tigre Si x —1 © ; ona dy. dx::300 fs 
ns $. Donc la Courbe à l'extrémité de fon cours eft 


rrallele à fon axe, & ds =— dx. 


1172. La courbure de ce point eft RL 





rumérateur cft —=<— — =. Le dénominateur eft 
Ccc 


co Ÿ w cos œT 
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—, + 25 =—= 25. Donc la courbure eft —<., courbure 
Ke 


210 
nülle,& qui eft de plus d’un ordre potentiel . deffous de 





1173. Cette Courbe commence par être oblique à fon 
axe, & là elle a une courbure finie (1169 & 1170), en- 
füite fa courbure eft croiffante , puifqu’elle doit devenir inf- 
nie au point où += 4 (1167 ), en même temps la Courbe 
arrive à une inflexion perpendiculaire (1 165) donc les dy 
ont été croiffans depuis l'origine aufli-bien que les y , donc 
la Courbe a été convexe vers fon axe. Auf le Sinus de l'an- 
gle de contingence eft-il pofitif à l’origine felon l'art. 1070, 

3 ? - 


car il eft vifible que — 9 4° + 25 4* ne peut être qu'une 
grandeur poñtive.. Donc dans l'inflexion la Courbe pale de 
la convexité à la concavité , & par cette raifon le Sinus de- 
vient négatif en ce point (1167), après quoi il l'eft tou- 
jours ; tandis que la Courbe concave vers fon axe va de la 
perpendicularité au parallélifme par un cours infini (1171 


& 1172). 
ExempPLre XII 


Conrbure de . Soi l'art. 
ee de 1174. Soit la Courbe de l’art. 962, où dy éant = 
Fart,56,  2axdx AIT Ba Em qatat x dde 


ri Pr PCR RP PCI CE SP TEE EEE POP =pTS 


1175. Gette Caurbe ayant à fon origine x 
dgplus étant parallele ; ce qui rend dx = ds = 























dx, & 
3 la For. 





mule de fa courbüre pour ce point fe réduir à 2#7* 4e 
ZE 2 ? 
7x or 


: 
1176. M. de l'Hopirl a démontré (p. 64) que cer 
Courbe a une inflexion au point où x — En Eten effet; fi 





, courbure ordinaire & finie. 


dans le numérateur de la Formule de fa courbure on met, 
au lieu de xt & de x* , les puiffances.æ& à de 7 on aura 
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les quatre entr'elles , ce qui devroit pourtant être. Donc ce 
n'eft pas là camme il faut concevoir le parallélifme des per- 
pendiculaires dans le cas préfent. Doncilnereftequ'unema- , 
niere, qui eft-de les concevoir exaétement paralleles, moyen: 
nant quoi il n'y en a plus que trois. 

1198. Donc ces trois perpendiculaires exaétement paral- 
Ieles font infinies , ou., comme elles n’en font qu'une à caufe 
de leur proximité infinie , c'eft un Rayon de la Développée 
infini, Se le cas où la courbure ef nulle. 

1199. Doncle Rayon de la Développée infiniment petit; 
répondant à la courbure infinie , & le Rayon de la Déve- 
Joppée infini à la courbure nulle ; il eft aifé de voir que des 
Rayons de la Développée finis répondront aux courbures 
finies, & de plus feront en raifon renverfée de ces courbures, * 
ou ces courbures en raifon renverfée des Rayons. 


Fin de la premiere Partie, 


ELEMENS 
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Six )y—0o,&dr= À cafe dePATraproté 
perpendiculaire (r211 & 1212), Ou dx = x = . Donc 
3dx eftalors—0o x 1. Or la Suite Fr eft fim< 
plement infinie (1209 je » donclafomme en eftinfinie (610) 
ou Pefpace ef infini. 


pass Soit la 1 Hyperbole du 3" degré, où x. 4 :: 
Ce 





fe = &y —ryde x = 





œ œ 
= + Donc (1209 & 635) ; l'efpace eft infini. 
œ 


Sik—+ pe 00,&y—0ci, Donc ydx = 00° 

XE—= Donc (1209 & 609 ) l’efpace ef fini. 
me: 

1216. Soit la 2% Hyperbole du 3" degré; où x*. a 
he Je 

Six 0019 r9dx = 5 Donc (636)l'efpace 
eft fini. 

Six ,y=—00"yydx== 00. Donc l'efpace eft ins 
fini (611). 


31217. Soit la 1" Hyperbole du 4 degré, où x. a 
sa pu 





Six sr pod 7 Dong 





œ œ 
Pefpace eft infini. 
Sika) =e0y=00 ÿ, pd et CONS 
2 == Donc l’efpace eft fini, 
5 
œ 


4218. Soit la 2% Hyperbole du 4% degré; où +7. #1 
£:a y. 
? Ece 


LS 
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Six=0o,y=- Hyde" Donc l'efpace eft fini. 
Six= 700" ,pdx = 00. Donc lefpace eft infini. 


Que toutes 1219. De même pour les quatre Hyperboles du ÿ®* de: 
des prise gré, on trouvera , en fuivant le même ordre dans ce degré 
li GPA que dans les précédens , c'eft-à-dire , en commençant par 
degré, ont un l'Hyperbole , où x n’a qu’une dimenfion , & commencant la 
d ls Per comparaifon des deux côtés de chaque Hyperbole par celui 
ces Afÿmpre- COMP: P 
Sun, Où x == 00 ; que 
& laure ei 
fi. dx = , efpace infini 

E 
œ 


Pour la 1H. x £ 
ours 1" Hypeih J=00*. pdx =, efpace fini. 
œ 


dx = , efpace infini 
D 
P ES ; À 
Rs J=0. ydx=—" , efpace fini 
; 
œ 
Jdx = » efpace fini. 
es 


Pour la 3%....... : 6 
ue, J=00.ydx=00t, efpace infini; 





Jdx = ; efpace fini. 


Pour la 4"...... 





J=00",ydx = 00", efpace infini. 


ILeft aifé de juger qu’il en ira de même de toutes les autres 
Hyperboles des degrés fupérieurs, & qu'elles auront toutes 
en général un de leurs efpaces afymptotiques fini , 8e l'autre 
infini. Il n’y a que l'Hyperbole ordinaire qui les ait tous deux 
infinis. Cela s'accorde avec ce que M. Varignon a démontré 
fur cette matiere par une voie toute différente dans les Mé- 
moires de l’Académie des Sciences de l’année 1706. 
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1220. En obfervant-dans les Hyperboles du $"* degré 

la Suite des derniers ydx, du côté où x — co , qui font 
5 5 5) = » on voit tout d'un coup qu'ils 

œ © © oo 

font tous des ° dans lefquels a toujours un expofant 
fra&ionnaire , dont le numérateur eft conftant , & égal au 
nombre qui exprime le degré des Hyperboles,& les dénomi- 
nateurs , à commencer par le 1 y dx de la Suite , font le 
nombre du degré des Hyperboles — 1, & après lui tous les 
nombres naturels jufqu’à 1 inclufivement. Cela fe trouve ainfi 
dansles yd x correfpondans des Hyperboles du 3"° degré, 


car ces ydx font + & (121$ & 1216). Par-là il fem- 


œ 
ble d’abord que ces ydx dans le 4"* degré devroient être 

—, +, —7, cependant il n'y en a que deux qui font 
œ oo œ 

+ &-5 (1217 & 1218) &— y manque. Mais cela 
œ œ 

vient de ce que l'Hyperbole x°. 4° :: 4°. ÿ* , qui feroit la 
moyenne de ce degré, y manque auffi, parce qu'elle n’eft que 
l'Hyperbole x. a :: 4. y du 24 degré, & fi on la remetoir 
dans ce 4" degré , ydx = s'y trouveroit auf. Donc 


co 
l'ordre que füivent les derniers ydx de chaque degré pris du 
côté où x —= 00 eft général avec la reftriétion que les ydx 
des Hyperboles rédu&ibles, & qui auront été réduites y man- 
queront , & abfolument général fi toutes les Hyperboles ont 
été irrédu@tibles , ou fi les rédu@tibles n'ont pas été réduites. 
par exemple, ces ydx, dans les Hyperboles du 7" degré, 
feront —,—, 4, 7,5. Et dans le 6% 


G 5 4 3 
œm* æ 






degré ils feront =, + , 


> > Ou feulement 
œ Lo 





Eceij 
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— & 23, parce que vous les autres ; ayant des expofans 


œ 
rédu&ibles , auront appartenu à des Hyperboles réduétibles 
auffi, & abaiflées à des dégrés inférieurs. 

1221. Les yds ; pris du côté où x=—-#., ne fuivent point 
d'ordre fenfible , mais les y en fuivent un qui l’eft beaucoups 
& c'eft pour cela qu’on les a marquées dans la petite Tabl 
des Hyperboles du $" degré, & non les y qui répondoient 
aux autres ydx. L’Afÿmprote y eft pour les deux Hyperboles 


du 3% degré oo" & oo'(121$ & 1216), pour les deux 
du4 oo & oo (1217 & 1218), pour les quatre 


M 1 
du "0,00", 00°, & oo (1219). D'où l'on voit 
que ces Afÿmptote y font toujours dans chaque degré oo 
avec un expofant frationnaire , dont les numérateurs font 
les nombres naturels depuis 1 jufqu’au nombre du degré des 
Hyperboles moins 1 , & les dénominateurs les mêmes nom- 
bres dans un ordre renverfé. Ces y étant ainfi trouvés, il eft 
aifé d'avoir les ydx , puifqu'il n'y a qu'à multiplier chaque y 
par -L. Par exemple ; dans le 7"° degré les Afymptotes y 
CR RE DR DE SOS: 

feront cof , co", *, co, co, co" & par conféquent 

- 1 3 
les ydx, ,,1,,—1, oo, cc, co". 

a w' œ° 

1222. Ces ydx font toujours ou infiniment petits ; ou 
infinis. Les infiniment petits répondent aux y infinis , dont 
Pexpofant eft une pure fra@ion , & les infinis répondent aux 
3 » dont l'expofant eft une fra@ion mixte , ou un entier, Or 
quand les ydx font infiniment petits, l'efpace ef fini, & il eft 
infini , quand ils font infinis. Donc quand les Afymptotes y 
font des DCR pe radicaux , l'efpace eft fini de ce côré-à, 
& infini quand ce font des Infinis radicaux mixtes ou po- 
tentiels. 

1223. Et comme quand l'efpace ef fini ou infini de ce 
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que x == 00 dans toutes les Hyperhaless excepté dans celle 
du 24 degré. Elle eft toujours plus grande ou plus petite que 
co , au moins de quelque ordre radical, & par conféquent 
toujours infiniment plus grande ou plus petite. 

1227. Toute Hyperbole étant par fà branche parallele 
terminée à l’Afymptote x conftante , & par fa branche per- 
pendiculaire à l'Afymptote y, toujours infiniment plus ou 
moins grande que x , elle a donc fes deux branches terminées 
à un infini infiniment plus ou moins grand , ou infiniment 
plus ou moins grandes l’une que l'autre. 11 n’ÿ a d'exception 
que pour l'Hyperbole ordinaire ; dont les deux branches font 
égales, ce qui vient de l'égalité des dimenfions de x & dep; 
qui ne fe retrouve dans aucune autre Hyperbole. 

1228. Dans un même degré l'Afymptote y de la 1 
Hyperbole eft d’un ordre radical d’Infini d'autant plus bas, 
& cellede laderniereHyperbole d'unordre potentiel d'Infini 
d'autant plus élevé , que Fe degré ef plus élevé. Car le degré 


É PERS — 
étant #, l’une eft toujours © "—", & l’autre © (1221): 


1229. Donc afin que toutes les Hyperboles poffibles 
puiffent fe terminer à différens points d'une même Afymp- 
tote y, il faut la concevoir =00® ; l’Afymptote x étant 
toujours — 00. 

1230. Les extrémités de toutes les Hyperboles étant con- 
- ques comme arrangées fur cette sui 00% , celles 
de deux Hyperboles confécutives d'un même degré n’y font 
pas confécutives: mais les extrémités de quelques autres Hy- 
perboles d’autres degrés fe placent entrelles. Il eft aifé de 
fe faire quelques exemples de cet entrelacement, & il feroit 
inutile de le confidérer plus en détail. 

1231. Les dx ont été fuppofés les mêmes pour toutes 
les Hyperboles. Le premier ydx de toutes les Suites de ydx 
qui font pour les deux côtés de chaque Hyperbole , eff tou- 
jours le même à caufe de l'origine commune. De-Là il fuit 
que pour comparer les efpaces Afÿmptotiques de deux diffé: 
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rentes Hyperboles pris du même côté, il ne faut confidérer 
que les y , & que ces efpaces feront comme les fommes des 
3 bien entendu que l’on compare efpace fini à efpace fini, 
ou infini à infini. De plus le 1°’ terme de toutesles Suites de 
ydx ; up étant toujours le même ; les fommes feront d’au« 
tant plus grandes ou plus petites , que le dernier terme fera 

plus grand ou plus petit , car le nombre des termes eft tou- 
jours le même. Ce n'eft pas la peine d'entrer dans le détail 
de cette confidération, 
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SECTION Ill. 
Sur les Rencontres de différentes Courbes,ou de différentes 


Branches d'une même Courbe. 
Ce que é8 1232. Ÿ E me fers du mot de Rencontre pour avoir un 
quel Es terme général qui comprenne les {nterfétions &: 
routier, les Attouchemens. 


Deux Courbes ne peuvent fe rencontrer fans avoir quelque 
partie commune ; ou au moins fans être dans quelque par: 
tie infiniment proches l'une de l'autre. Le 24 cas femble re. 
tomber dans le 1°, c’eft-à-dire , que deux Courbes qui font 
en quelque partie infiniment proches June de l’autre, fem- 
blent avoir cette même partie commune, du moins à l'œil 
& fenfiblement , mais il eft certain que les deux cas font dif- 
férens en eux-mêmes, & peuvent être très-nettement dif 
tingués par la penfée. Le 1% eft l'interfééion & le 24 l'artow- 
chemenr. 

1233. L'interfedion eft donc une rencontre plus intime 
& plus parfaite que l’attouchement. 

Qu limn. 1234. La moindre partie commune que deux Courbes 
Seéion fe fai puiffent avoir , auffi-bien que deux droites eft un point abfolu, 
peu" Jul & alors les deux Courbes fe coupent. Ce font proprement 

deux côtés infiniment petits des deux Courbes qui fe cou- 
pent précifément comme deux droites, puifqu'ils font lignes 
droites , & ils ont ce point commun. 

1235. Un point abfolu n’a point de potion 5 & par com 
féquent ce point commun aux deux Courbes ne leur don- 
ne aucune pofition commune par rapport à un même are 
auquel onles rapporte,ê elles confervent dans l'interfe@tion; 
comme feroient deux droites , les deux poñitions différentes 
qu’elles avoient. 

1236. L'effet néceffaire de l’interfe@ion eft que les deux 
Courbes étant rapportées à un même axe, celle qui étoit 

exiérienTs 
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127$. Il ne fera donc pas néceflaire, pour avoir la Sou< 
tangente de ce point d'attouchement,de changer 2 en, 
& on aura cette Soutangente comme fi les deux branches 
avoient été deux Courbes différentes ; & parce que les deux 
branches fe touchent, elles auront toutes deux la même Tan- 
gente en ce point, ou la même Soutangente , & par confé- 
Quent une Soutangente trouvée fera la même que l'autre. 

1276. Mais fi on veut trouver en même temps les deux 
Soutangentes, c'eft à-dire , une Soutangente relle qu'elle ait 
deux valeurs égales,ce qui eft plus précifément le cas de deux 





branches qui fe touchent , alors il faut aller jufqu’à LD 
qui eft permis (1274). 

1277. La différence des deux cas d'interfeétion & d’at- 
touchement ne paroîtra , qu'en ce que l'un donnera deux 
Soutangentes inégales , & l'autre deux égales. 

1278. En général ce‘n'eft donc que pour avoir enfemble 
&c en même temps toutes les Soutangentes , tant des points 
d’attopchement que d'interfetion de différentes branches 
d'une même Courbe , qu'il fut également pour les uns & 


pour les autres cas pouffer la différentiation de  jufqu'à un 


nombre égal à celui des branches, car je fuppofe que tout ce 
qui a été dir de deux branches , s'entend d'un nombre quel: 
conque. 

Tout cela revient à ce que M. Saurin a démontré fur 
cette matiere dans les Mémoires de l'Acad. de 1716, p. 59 
& 275. 
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oxygone fini ne peut avoir un aufli grand rapport à l'am- 
blygone correfpondant, que celui de l'oxygone extreme abe 
à l'amblygone extreme 4 BC. Car 1°, dans le Fini zc eft la 
corde de l'arc qui mefare l'angle abc dans un Cercle décrit 
fur le rayon ba, & B D eft le Sinus de l'angle B 4 D dans 
un Cercle dont le rayon eft 4B. Donc l'angle abc étant 
double de BAD, ac feroit double de BD, fiba & AB 
étoient des rayons égaux ; puifque dans un même Cercle la 
corde du double d’un arc eft double du Sinus de cet arc. 
Mais ba & A B ne font pas des rayons égaux. Il eft bien 
vrai que ba ; côté d’un oxygone, eft toujours plus grand que 
AB, côté d'un amblygone , ce qui rend le rapport de ac à 
BD que que double ; mais cela ne peut le rendre quadruple 
dans le Fini, car il faudroir que 4 4 füt double de 4B comme 
dans l'Infiniment petit. Or le côté ba eft toujours dans le 


fini moindre que < (1291), & le côté 4B toujours plus 
grand que +, puifque la bafe 4C=— © dans l'Infiniment 


petit y eft la plus grande qu’elle puiffe être{1292). Donc 
ac ne peut jamais dans le fini être quadruple de BD. . 

2°. Depuis l'amblygone extreme 4 B C'jufqu’à l'oxygone 
extreme 466, les perpendiculaires BD ou bd ont toujours 
crû, & les bafes 4C ou ac toujours décrà (1293), & la 
plus grande perpendiculaire 44, qui eft celle du Triangle 
extreme abc , n'eft qu'égale à la bafe AC de l'autre Triangle 
extreme. Donc dans tout le Fini la perpendiculaire & 4 d'un 
oxygone quelconque a été moindre que la bafe 4C de 
l'amblygone correfpondant. 

Donc les aires de deux Triangles correfpondans étant 
toujours :: ac x bd. AC x BD , ac ne pouvant jamais 
dans le fini être quadruple de BD , & bd étant toujours 
moindre que AC, il eft impolfible que dans le fini ac x £d 
foit quadruple de 4C x BD. 

1296. De-k il fuit que plus deux Triangles correfpon- 
dans finis font proches des deux extremes, plus l'aire de 
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nombres 27 font finis, & leurs différences 2*—+2%—* font 
de l'ordre de. Quand n'=— «x ; les nombres font A & 








les différences "+21 de l'ordre de 2 ; car fi = oc; 


= oc". Quand nées © n'— cc, &.les nombres 





+ 3 
font : , & les différences font EL car alors rx, 








« < 
n° œC , & n° — oct. Ori — =, de l’ordre de 
œ 5 

k œ 
Lu Enfin quand n— ©, les nombres font no & les 
différences © — 

ec ca 

Ce fera encore la même chofe pour  ; dont les nombres 
font 2, pe » & les différences 

antenne 
CENTENTENTIEN) 
vantes ; leur expofant n étant Fini déterminable. 

1399. Quelque nombre fini déterminable que foit.», 


les 4° n’ont un nombre infini de grandeurs que dans leurs 
deux derniers ordres (227) , & par conféquent auffi les +. 





> & pour toutes les autres  füi- 


Quand ces + repréfentent des Courbes Afymptotiques , il 


en faut retrancher les grandeurs du dernier ordre , en ne 
confervant que les deux premieres ; & alors les Courbes + 


n’ont qu'un dernier ordre où le nombre des Ordonnées foit 
infini felon l’art. 1388. 
Détermims- 1400, Tout cela pofé , il eft très-facile de voir quand les 
Le Efacss Afymptotiques feront finis ou infinis. 
signes ajus, Je divife l'efpace total 4BCM.A en deux parties , l'une 
CHE 6 Apu M A, que j'appelle P , parce qu’elle eft la premiere ; 
Bande dans l'autre p B Cup, ou A feconde , que j'appelle S. P eft tou 
leurordre. Li jouts un efpace fini ; égal à quelque reétangle, qui auroit pour 










475 EÉLEMENS DE LA GE'OMETRIE 
où les Ordonnées finies font en nombre infini, & que dans 
tous les autres S fera fini, parce que fon 1“ efpace partial 
fera toujours fini, les fuivans n'étant que des infiniment pe- 
tits, toujours d’ordres plus bas & confécutifs. 

1401. Ileft bon de remarquer qu'il fuit de- là que quand 
même on donneroi aux Courbes Afymptotiques repré- 
fentées par les Suites, + &c. deux dernieres infinités 


d'Ordonnées correfpondantes aux deux dernieres infinités de 
nombres de ces Suites , on ne changeroit rien à l'ordre trou- 
vé de S. Car quand dans la Courbe < on conferveroit une 


derniere infinité d'Ordonnées — 2, on auroit feulement 





un 24 efpace partial de S', qui feroit oc x -- de l'ordre du 
Fini, ce qui ne changeroit rien à l'ordre de l’efpace partial 
précédent ; qui feroit toujours ec x 1 , ou de l'ordre de co. 
On verra aifément la même chofe pour les autres cas. 
1402. Du 1“ ordre potentiel d'Afymptotifme , qui eft ce- 
lui où les Ordonnées finies font en nombre infini ; au 24 où 
les Ordonnées finies font en nombre fini, S, d’infini qu'il 
étoit, devient Fini , & left toujours enfuite, ce qui marque 
que S infini ne doit être qu’un très- petit Infini. On en aun 
exemple dans la Suite, qui repréfente une Combe où $ 
eft infini. Car dès quea des nombres Finis, dont les dif: 
férences font =— > ce qui eft le commencement du cours 


Afymptotique ; les nombres toujours moindres que 1 , dont 
elle eft compofée , font des + en nombre infini, tels que x 


deviendroit infini par l'élévation au quarré (363 ). Donc les 
+ font de très-petits nombres Finis , & par conféquent auf 


le nombre + ; moyen entreuxtous , qui fera la hauteur d'un 
reétangle, dont la bafe — 00. Donc ce reëtangle eft oox1 
== & ; très-petit Infini, Quand dans l'art. 1400 , nous avons 

pofé 





a — 
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o 
uquel cas —1— 1, on aura S=— 00" 1, & 
+ œrtt œ oi 
l'enfuite » érant plus grand que r; on aura toujours S infini: 
ment peu, Chaque avec l'art précédent, &c fair juger 
que pour les Courbes fupérieures , dont les Ordonnées en 
pombre infini feront des —:=, S fera fini. Cependant on 
ne 
trouve S—cox-1-—00 * , qui neft —1 que 
e* 
dans le cas, où n = 2, qui eft celui où 





tous les autres cas où n> 2, © * eft un infini radical 


pur. Or il n’eft pas poffible que cela foit , puifque le 1° S de 


ce 2‘ intervalle n'eft que Fini. Mais voici d'où eft venue 
l'erreur. 


es Ordonnées en nombre infini d'une Courbe Afympto: 
tique quelconque font décroiffantes dans leur ordre, quel 


qu'il foir. Si elles font de l'ordre de —, & par exemple; 


de l'ordre de + sil fut , pour les concevoir décroiffantes; 


concevoir que ce font des = 5% étant un nombre fini 
20 

variable , toujours croiffant. Ce z ne fait rien à l’ordre des 

Ordonnées ; tant qu’on ne les prend qu’à leur 1" puiffance: 

mais fi on les quarre ; on a —:— , & z* peut être devenu 
«oo 

un infini qui élevera l'ordre de co, &il rt pout 

qq 
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cela que d'être un très-petit infini. Ici, où il faut quarrer 
une Ordonnée moyenne, il ne la faut pas prendre fimplement 





= —<, mais = ——, ce qui donnera $, non ps — 
a 2 - 
XL 00 ,mais 2, & certe dndeur fera finie; 
ü F7 à d 
æ œ 


pour que 2° foit un petit infini: or il peut l'être, & il le 
fera néceflairement , puifque $ ne peut être alors infini , un 
S fupérieur érant fini (1438). 

1442. On voit par-là que dans le 24 intervalle le der- 
nier S fini ne fera pas précifément celui du milieu qui appar- 
tient aux Courbes, dont les Ordonnées en nombre infini font 


des —, mais qu'il fera un peu plus haut, ce qui eft indé- 


o 
terminable. 

Qi y « 1443. Le 1° S de cet intervalle étant fini ; & par confé- 
ne uent le Solide toral de toutes les Courbes Afymptotiques 
ar de ja- dont la derniere Ordonnée eft - ; & ces Courbes ayant leur 
“+  efpace Afymptotique infini (1430) ; il y a donc des Solides 

finis formés par des efpaces infinis ; ce qui eft le cas oppolé 
à celui de l'art. 1435. 

1444 Le cas de l’art. 143$ arrive dans l'étendue de 
deux ordres potentiels, au lieu que celui-ci n'arrive qu'à l'ex- 
trémité d’un feul. 

Exemples de 144$. L'Hyperbole du 24 degré a fon folide de la 1° 
Ses 4 révolution , infini, & celui de la 2%, fini. 
tions en di 1446. Et pour donner un exemple de toutes les Hyper- 
ju Gowr- boles dans un feul degré, qui fera fuffifamment juger de tous 
les autres, je prens les quatre Hyperboles du 5" degré. Lä 
derniere Ordonnée de la 1° eft =, de la 2%, =, de la 
4 és 





œ œ 
3%, de la 4%, -2. Donc la 1% aura fes deux So- 
©? 


lides infinis, la 24 pareillement , la 3% aura celui de la 1° 


2 De L'INFINL Partie IL, Se8, PT, ar 
révolution, infini, & celui de la 2, fini, la 4"*, tous 
deux finis. 

1447. La derniere Ordonnée de la Ciffoïde étant D 
(1427), fon Solide de la 1° révolution fera infini , & celui 
de la 2#, fini. 

1448. La Conchoïde les a tous deux finis, & pareille: 
ment la Logarithmique, 





Qqqi 
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SECTION Vil. 


Sur la Communication ou non- Communication des 
Rapports entre Pinfini &" le Fini. 


##Di Grandeurs du même ordre quelconque né 
peuvent avoir entrelles que des rappors finis, 
& tous les ordres étant parfaitement analogues les uns aux 
autres, dès que certains rapports finis font dans un ordre, ils 
doivent être néceffairement dans un autre ordre quelconque; 
il y a dans cous les ordres des grandeurs qui font comme 1 
à 2, & comme 1 à 3, &c. cela eft bien für, & ce n’eft pasce 
que nous voulons traiter ici. Mais il y a des grandeurs infi- 
nies entre lefquelles on ne trouve des rapports finis que 

le moyen da Calcul de l'infini, & par les principes qui lui 
font particuliers. Par er. on ne fair que par le Calcul de 


PInfini, que la fomme des Quarrés naturels eft-®* ; car pour 


avoir cette fomme , il a fallu néghger des grandeurs (580) 
que l’on n’eût pas négligées dans le Fini, & fi l'on conçoit 
une autre Suite formée du même nombre de grandeurs toutes 
égales à co", dernier Quarré naturel, fa fomme fera co", & 
les fommes des deux Suites :: 1. 3, rapport fini, que je dis 
qui fe retrouvera entre deux autres fommes pareïlles ; quoi- 
que finies. C’eft là ce que j'appelle Communication des rapports 
entre l'Infini &r le Fini, parce que ces rapports ne fe trouvent 
dans le Fini que confidéré comme Infini, & quelquefois ne 
fe trouveroient pas autrement, ou du moins, pas fiaifément, 
& d'une maniere fi naturelle. 

1450. Une Suite croiffante d'un nombre infini de gran 
deurs, que je fuppofe toujours — 00, étant pofée ; j'appelle 
Suite pleine, par rapport à celle-là, celle qui feroit formée du 
même nombre de grandeurs toutes égales à la derniere de la 
Suite croiffante, 











EE 
| 


#94 EÉLEMENSDE LA GroueTaie 
he 
Le > arhetils 


1. +. Donc il ÿ aa toujours un palemns 
nb ia ce eppoà face 4 
Le Fini que dans FO sp 
145 Parabole ordinaire ou degrés 
eu Pete ou infini ou fini » tu 
qe re ies égal es finies ou infiniment pee» 
Le Jon pr lon La Suite des nombres matures Sr des Or 


FE donnés sofa coma dt 
Où 1a fomme de la Suite de ces Veft = etais 
Lo — 00" , fomme delal Pis 
Sp allé 


logramme circonfcrit :: 2- 3» 
ee. De même dans la ja 1 Parbole de 3° 68% 


res 
pers tom l'efpace fire ane" 


circonforit :: 4: 4 | 
“Te Dans a Parabole du rl 
y étant Free ‘comme les nombres 


étonne et &la ets 








ge En En général on Houvert : 
tes les Paraboles croiffant a 


turels élevés à + ou +" étant Les 
croiffans finis ou infinis auront à leurs | 
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1504. Comme on n’a connu jufqu'ici que des commen" 
furables, ou la 1° efpece d’Incommenfurables ; on a crû la 
Quadrature du Cercle poffible en elle-même, & tant d'efforts 
employés inutilement pour la trouver n’ont été une preuve 
que de la difficulté du Probleme ; ou du défaut de l'art. Mais 
es trois nouvelles efpeces d'Incommenfurables font voir que 
cette Quadrature pourroit être impoflible en elle-même , du 
moins pour l’efprit humain. 

150$. Il y a même toute apparence qu’elle eft impoffible 


par cet endroit, co > eft un Incommenfurable de la 3"° ef- 

ece, plus grand que 1 , dont la différence à 1 eft finie , mais 
Fe indéterminable en petiteffe , ou telle que fon quarré eft 
infiniment petit (3 57). Je fuppofë que le diametre du Cercle 


étant 1, fa circonférence foit 300 ® , je dis qu'on trouvera 
tout ce qu’on trouve préfentement dans ce Probleme. La 
circonférence fera un peu plus que triple du diametre : mais 
on ne pourra déterminer la fraétion qu'il faudroit ajouter à 
3 pour avoir la circonférence. Car quelque fraétion qu'on 
trouve,elle fera déterminable, puifqu'elle fera déterminée ; or 


il en faudroir une indéterminable : car 00 & ==1-+—, 
æ tant un fini indéterminable en grandeur, & 300 m— 
3+ + à 

1506. 11 fera même impoffible en ce cas là de démontrer 
direétement l'impolfbilité de Ja Quadrature,c’eft-à-dire de dé. 


montrer que le diametre eft à la circonférence ::1. 300 w , 
d'où s’enfüivroit l'impoffbilité de trouver une ligne —3 


© % ; car il pourra feulement n'être pas impoffible de dé. 
montrer, que la circonférence ne foit ni commenfürable au 
diametre ; ni incommenfürable de la 1° efpece , maïs parmi 
Les trois autres efpeces d'Incommenfurables , dont elle fera 
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néceffairement une des grandeurs, il fera impoffible de déter- 
miner, ni de quelle sece ellé fera, ni quelle elle fera, puif- 
que ces trois efpeces font abfolument inconnues. 

1507. Ileft bon de favoir que ces trois efpeces exiftent, & 
que comme elles contiennent une infinité d'infintcés de gran 
leurs finies ; dont les rapports à toutes les grandeurs com 

menfurables ou incommenfürables de la 1° efpece; ne peu- 
vent abfolument être connus, on doit trouver en Geomé- 
trie des lignes qui aient à d'autres ces rapports indétermi= 
nables, que même on en doit trouver fouvent, qu'il ne feroit 
point du tout étonnant que le rapport de la circonférence du 
Cercle au diametre füt de ce nombre , qu'il y a même toute 
apparence qu’il en eft , & que toures les autres re@ifications 
ou quadratures qu'on ne trouve point ; pourroient bien avoir 


une impoflbilité prife dans la même caufe. 








coms 58 TN Cc 
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SECTION VII 
Sea les firces des Corps en général. 


2 de force que par le mouvement, 
e£ le même, il n'a de force qu'au- 
tnt qu eË en mocvemex, de forte que quand il a plus 
de mocvemer, il a plas de force, & au contraire. 

La qœnrité de mouvement d'un corps, qu'on 
appelle ac à force, e8 le produit de fa maffe par fa viteflc: 
Gil ef d'actanr ples capable d'un gand effet , ou a d'au- 
tant plss de force qu'il eît plus grand, & fe meut plus vite; 
ou 5 contraire, 

151c. Comme decx produits formés de différentes gran- 
deurs peuvent être égaux , deux Corps inégaux en mafle & 
en viteffe peuvent avoir des quantirés de mouvement ou des 
forces égales. Ainf file Corps 4 > a a pour viteffe # < 7, 
&que À.3::J’.n, Ant — ol. 

1511. Si de plus . ces deux Corps font difpofés de ma- 
niere que l'un-ne poife exercer fa force fans farmonter celle 
de l'autre , ils demeureront tous deux immobiles , quoiqu’a 
vec une tendance au mouvement , parce qu’une force égale 
n'en peut furmonter une égale. C'ef Là le principe général 
de tou Equilibre , qui eft par conféquentun Repos produit 
par deux forces égales qui tendent à des effets oppofé 

1512. Une viteffe infiniment petite peut être prife pour 


le Repos. On la peut exprimer par =, # étant une vitelle 








finie quelconque. 

1513. a x = eft donc une force infiniment perire on 
nulle par rapport à route force 4 x w. 

1514 De-là vient qu'on dit que la force de la Percuf 
fon ef infinie par rapport à celle de la fimple Pefanteur 








Quadraiure u Cercle poffible en elle-m 

employ! ment Fe Ja trouver n'ont Été 

ee de la difficulté du robleme ; ou leYart Mais 
rois nouvelles efpeces d'Inco Font votrque 

cette Quadrature pourrai Érre impofble en ellemnfa 


ins pour l'efprit humains 
150$. Jl ya même toute apparence qu'elle etinpolle 
par cet endroir. 00 #7 eftun TIncommenfurable dela ee 
pen grand que 1 % done la différence à 1 fie Ps 
ie indérermin: à d 
infiniment petit (357) JE fupp 


3 avoir la circonférence- ar T 
ee lle fera Er Ca em 


trouve, 
il en faudroit une indérermisable Lee = # À 
x érant un fini indéremminable en grandeur, & ee 
3 ++. à 

3506. 11 fera même impoible ce cash de démon! 
a Quad RDS 


montrer que le diametre eft à la circonférence #13 
dou senfuivroir l'impoifibilité de crouver une ligne! 
co 3 car il pourra feulement n'être impofile 
montrer ; Que la circonférence nE foir ni comment 
diametre ; ni incommenft rable de la 1 efpe À mil 
es trois autres efpeces d' à 


| | 











